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摘要
当假设存在隐藏神经元时，部分可见广义线性模型 (POGLM) 是理解神经连接的有力工具．当只记录

了可见神经元的放电序列时，现有的工作用变分推断来学 POGLM，但同时也意识到学这样一个隐变量模
型本身是很困难的．主要问题有两个：(1) 采样得到的隐藏神经元的泊松放电数阻碍了在 VI 中使用路径梯
度估计 (pathwise gradient estimator)；(2) 现有的变分模型的设计本身表示能力欠缺也不够高效，这进一
步影响了模型的性能．对于 (1)，我们提出了一个新的可微分的 POGLM，其能够使用比现有模型中采用的
得分函数梯度估计 (score function gradient estimator) 更好的路径梯度估计．对于 (2)，我们让变分模型采
用了前向后向信息传递采样方案．全面的实验表明我们的可微分 POGLM 带上前向后向信息传递可以在一
个合成数据集和两个真实世界数据集上达到更好的效果．此外，我们的方法也给出了可解释性更好的参数，
这强调了在神经科学中的重要意义．代码：https://github.com/JerrySoybean/poglm．

1 引言
理解神经连接在神经科学领域是一个重要的研究问题．广义线性模型 (GLM) [Pillow et al., 2008]

及其各种变种 [Linderman et al., 2016, Roudi et al., 2015, Li et al., 2024a] 是推断神经连接的重要工具．
然而，一个不可忽略的问题在于，我们记录到的神经数据可能仅仅是目标脑区神经元总体中的一小部
分．针对这种不完备问题 (incomplete problem) 的 GLM 被称为部分可见 (partially observable) GLM
(POGLM) [Pillow and Latham, 2007, Jimenez Rezende and Gerstner, 2014, Linderman et al., 2017]，
其同时考虑可见神经元和隐藏神经元．

POGLM 的总体目标就是在仅用可见神经元的放电序列 X 去学模型参数集 θ，尤其是神经元之间
的连接（包括可见神经元和隐藏神经元）．隐藏神经元的放电序列 Z 在 POGLM 中为隐变量．变分推
断 (variational inference, VI) [Blei et al., 2017] 是解决这种隐变量模型最常用的方法．VI 的目标是关
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于 θ 和 ϕ 最大化观测数据的证据下限 (evidence lower bound)

ELBO(X; θ, ϕ) =Eq(Z|X;ϕ) [ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ)]

= ln p(X; θ)− KL(q(Z|X;ϕ)∥p(Z|X; θ))

⩽ ln p(X; θ),

(1)

其中 p(X,Z; θ) 是生成模型，q(Z|X;ϕ) 是由 ϕ 参数化的用于估计后验 p(Z|X; θ) 的变分模型．最大
化公式 1 需要从 q(Z|X;ϕ) 中采样隐藏放电序列 Z，并计算 ELBO(X; θ, ϕ) 关于 θ 和 ϕ 的梯度估计．

然而，现有的工作已经表明了解决这样一个复杂模型本身是非常困难的．尤其有两点：
(1) ∂ ELBO(X;θ,ϕ)

∂ϕ
的梯度估计最好是用路径梯度估计 Kingma and Welling [2013]，而离散的 Z 阻碍了路

径梯度估计的使用．那就只能采用通常比路径梯度估计方差高很多的得分函数梯度估计 [Paisley et al.,
2012, Bengio et al., 2013, Schulman et al., 2015]．
(2) 绝大多数现有工作中，变分模型的采样方案 Z ∼ q(Z|X;ϕ) 都是一个关于隐藏神经元的 GLM
[Jimenez Rezende and Gerstner, 2014, Kajino, 2021, Li et al., 2024b]，也就是说隐藏神经元的放电个
数只依赖于可见神经元的历史放电和采样得到的隐藏神经元的历史放电．这一设计使得采样和推断过
程非常慢，并且忽略了隐藏神经元放电对未来可见神经元未来放电的影响．
处于对这些问题的考虑，我们的文章旨在解决现有工作中的这两个缺陷，并且更系统全面地研究

POGLM．在第 2 节中，我们会提出一个可微分的 POGLM，使得 VI 中能够使用路径梯度估计．我们
还会介绍不同的用于采样隐藏神经元放电的变分分布族，尤其是我们新提出的前向后向信息传递．在
第 3 节中，我们会做系统全面的在一个合成数据集和两个真实世界神经数据集上进行实验，比较不同
推断方法（包括原始的 POGLM、我们新提出的可微分 POGLM 以及其他过渡模型）× 不同变分采样
方案的组合．所有的结果会阐明我们的可微分 POGLM 和我们的前向后向信息传递采样方案的优越性．

2 模型
2.1 背景：POGLM

生成模型． 我们从研究神经元放电序列中神经元之间交互的部分可见广义线性模型 (POGLM) [Pillow
and Latham, 2007, Jimenez Rezende and Gerstner, 2014, Linderman et al., 2017] 讲起．假设 N 个神
经元中有 V 个是可见的，剩下的 H = N − V 个是隐藏的．记 X ∈ NT×V 为观测到的 V 个可见神经
元在 T 个时间桶内的放电序列，xt,v 为第 v 个可见神经元在第 t 个时间桶内的放电个数．Z ∈ NT×H

为记录自 H 个隐藏神经元在 T 个时间桶内的隐放电序列，zt,h 为第 h 个隐藏神经元在第 t 个时间桶
内的放电个数．完备的生成模型 (complete generative model) p(X,Z; θ) 可以由图 1(a) [Pillow et al.,
2008] 表示．对于一个可见神经元 v，其在 t 时的放电率为

ft,v = σ

(
bv +

V∑
v′=1

wv←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

H∑
h′=1

wv←h′ ·

(
L∑

l=1

zt−l,h′ ψl

))
, (2)

其放电数由
xt,v ∼ Poisson(ft,v) (3)
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图 1: (a)：完备 POGLM 的生成模型 p(X,Z; θ). (b)、(c)、(d)：前向自循环、前向以及前向后向变
分模型采样方案 q(Z|X;ϕ)．

生成．σ(·) 是一个非线性函数（比如 Softplus)；bV = [b1, b2, . . . , bV ]
T ∈ RV 是 V 个可见神经元的

背景强度向量；WV←V = [wv←v′ ]V×V ∈ RV×V 是表示从可见神经元到可见神经元连接权重的权重矩
阵；WV←H = [wv←h′ ]V×H ∈ RV×H 是表示从隐藏神经元到可见神经元连接权重的权重矩阵；ψ =

[ψ1, ψ2, . . . , ψL]
T ∈ RL

+ 是提前给定的用于总结从 t− L 到 t− 1 的放电历史的基函数．类似的，对于一
个隐藏神经元 h，其在 t 时的放电率为

ft,h = σ

(
bh +

V∑
v′=1

wh←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

H∑
h′=1

wh←h′ ·

(
L∑

l=1

zt−l,h′ ψl

))
, (4)

其放电数由
zt,h ∼ Poisson(ft,h) (5)

生成．参数为 bH = [b1, b2, . . . , bH ]T ∈ RH ; WH←V = [wh←v′ ]H×V ∈ RH×V ; WH←H = [wh←h′ ]H×H ∈
RH×H．
因此，POGLM 是一个参数集为 θ = {b,W } 的隐变量模型，其中 b 和W 可以表示为如下分块矩

阵/向量的形式：
b =

[
bV

bH

]
∈ RN , W =

[
WV←V WV←H

WH←V WH←H

]
∈ RN×N . (6)

变分推断． 由于 POGLM 是一个隐变量模型，那么目标则为学模型参数 θ，同时推断隐变量 Z．鉴于
POGLM 本身的复杂性（图 1(a)），后验分布 p(Z|X; θ) 没有解析表达式．因此，我们需要选择一个比
较好的由 ϕ 参数化的变分模型 q(Z|X;ϕ) 来做变分推断 (variational inference, VI) [Blei et al., 2017]．
我们会在第 2.3 节中讨论变分模型的不同选择．现在我们就用最简单的时间齐次泊松变分模型来阐述．
隐藏神经元在 t 时的放电率为

ft,h = σ(ch), (7)

放电数为 zt,h ∼ Poisson(ft,h)．变分参数集为 ϕ = {cH}，其中 cH = [c1, . . . , cH ]T．
选定了变分模型 q(Z|X;ϕ)，我们就可以用 VI 了．我们关于 θ 和 ϕ 最大化模型的证据下限

ELBO(X; θ, ϕ)（公式 1），从而学到的 θ 可以用于估计模型的真实参数 θtrue，变分分布 q(Z|X;ϕ)

可以近似未知的隐变量 Z 的后验分布 p(Z|X; θ)．由于 POGLM 模型本身的复杂性（图 1(a)），ELBO
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（公式 1）也没有解析解．因此我们需要其数值估计

ÊLBO(X; θ, ϕ) =Êq(Z|X;ϕ)[ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ)]

=
1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
X,Z(k); θ

)
− ln q

(
Z(k)

∣∣X;ϕ)
)]
,

(8)

其中 {
Z(k)

}K
k=1
是从 q(Z|X;ϕ) 采样得到的 K 个蒙特卡洛样本．关于 θ 的导数很简单（附录 A.1）：

∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂θ
≈ ∂

∂θ
ÊLBO(X; θ, ϕ). (9)

由于 Z ∈ NT×H 是来自隐藏神经元的离散的放电数，其关于 ϕ 在 ϕ0 处的导数需要得分函数梯度估计
（附录 A.1）：

∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂ϕ
≈ 1

K

K∑
k=1

{[
ln p

(
X,Z(k); θ

)
− ln q

(
Z(k)

∣∣X;ϕ0

)] ∂
∂ϕ

ln q
(
Z(k)

∣∣X;ϕ
)}

. (10)

然而，之前的文献表明，关于 ϕ 优化 ELBO 的得分函数梯度估计方差很大 [Paisley et al., 2012, Bengio
et al., 2013, Kingma and Welling, 2013, Schulman et al., 2015]，因此可能更好是为从 q(Z|X;ϕ) 采
Z(k) 找到一个重参数化技巧并使用路径梯度估计．由于泊松分布没有重参数化技巧，我们不得不将隐
变量 Z 放宽成一个连续变量，然后在下面重写一个可微分的 POGLM．

2.2 一个可微分的 POGLM

为可微分而放宽． 本子节中，我们会通过 Gumbel-Softmax [Jang et al., 2016, Maddison et al., 2016]
分布重写一个可微分的 POGLM．首先先设一个足够大的上限 M 从而 zt,h ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}．实际
上，M 不需要特别大，因为在很短的一个时间桶内的放电数非常有限．通常，我们希望每个时间桶内
的放电数很少（绝大多数都应该是 0 或 1）从而放电序列的精度能够得到保证．不失一般性的，我们在
后面的实验中用 M = 5．这样一来，我们就可以用一个分类分布来近似对应的泊松分布：

zt,h ∼ Cat(π(ft,h)), (11)

其中
π(f) =

(
1−

M−1∑
m=1

fmef
m!

,
f1ef
1!

, . . . ,
fM−1ef
(M − 1)!

)
(12)

将截断到 M 泊松分布全部展开．之后我们就可以用 Gumbel-Softmax (GS) 将离散的 zt,h 放宽到一个
软的独热形式

z̃t,h = (z̃t,h,0, . . . , z̃t,h,M−1) ∼ GS(π(ft,h); τ), (13)

其中 z̃t,h 是一个在单纯形 ∆M−1 :=
{
z ∈ [0, 1]

∣∣∣∑M−1
m=0 zm = 1

}
上的软独热向量．具体来说

z̃t,h,m =
exp[(lnπm(ft,h) + gt,h,m)/τ ]∑M−1

m′=0 exp[(lnπm′(ft,h) + gt,h,m′)/τ ]
, (14)
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其中 gt,h,m
i.i.d.∼ Gumbel(0, 1)．具体实现时，我们可以通过从 Uniform(0, 1) 中独立同分布的采 u 并计

算 g = − ln(− ln(u)) 来实现对 g 的采样．τ > 0 是温度超参数，用于迫使 z̃t,h 这一软独热表示接近单
纯形 ∆M−1 的一个角．当 τ → 0 时，z̃t,h 成为了放电数 zt,h 的一个硬度热表示．在 Gumbel-Softmax
中温度 τ 的选取范围通常是 [0.1, 1]．如果 τ 太大，放宽得就太软了；如果 τ 太小，就会出现数值问
题．在我们的模型中，τ 时用于迫使软独热编码接近单纯形的一个角，所以我们尝试了 τ ∈ {0.2, 0.5, 1}，
发现 τ = 0.5 总能给出稳定且较好的分类分布的近似，且不会出现数值问题，为最优选择．更多关于
Gumbel-Softmax 分布的细节及其斯然函数在 Jang et al. [2016], Maddison et al. [2016] 中．

生成和变分模型． 给定软独热的 z̃t,h,m，我们定义其等价的软隐藏（神经元）放电数

zt,h =
M−1∑
m=0

m · z̃t,h,m. (15)

现在，我们就可以定义完整的可微分生成模型 p
(
X, Z̃; θ

)
．可见神经元的放点序列 X 从公式 2（ft,v）

和公式 3（泊松）生成，其中公式 2 中的 zt,h 现在由公式 15 定义．隐变量 Z̃ 不再从公式 4 和公式 5
（泊松）生成，而是从公式 4（ft,h）和公式 13（GS）生成．类似的，变分模型中对 Z̃ 的采样从公式 7
（ft,h）和公式 5（泊松）变为公式 7 和公式 13（GS）．现在，这个可微分的 POGLM 的完整放电序列
为
{
X, Z̃

}
，其中 Z̃ ∈

(
∆M−1)T×H $ [0, 1]T×H×M．

路径梯度估计． 当生成模型和变分模型都可微分时，路径梯度估计就可用于优化 ϕ 了．特别的，通
过公式 14 的重参数化技巧（简写为 Z̃|X;ϕ = r(G|X;ϕ) where G ∼ Gumbel(G; 0, 1)），我们可以得
到如下变换关系 q

(
Z̃
∣∣∣X;ϕ

)
dZ̃ = Gumbel(G; 0, 1) dG [Schulman et al., 2015]．那么，ELBO 关于 ϕ

的路径梯度估计为：
∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂ϕ
≈ ∂

∂ϕ
ÊLBO(X; θ, ϕ), (16)

ÊLBO(X; θ, ϕ) =
1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
X, Z̃(k); θ)

)
− ln q

(
Z̃(k)

∣∣∣X;ϕ
)]
, (17)

其中 Z̃(k) = r
(
G(k)

∣∣X;ϕ
)，{G(k)

}K
k=1
为采自 Gumbel(G; 0, 1) 的 K 个蒙特卡洛样本．具体推导细节

见附录 A.1．

放宽到一般的连续分布． 事实上，上面引入的可微分 POGLM 已经可以兼容满足下面两个条件的任
意连续分布：(1) 分布由一个代表均值的参数参数化，因为 GLM 结构给出的是一个代表（等价软）放
电数 zt,h 的均值统计量的放电率 ft,h；(2) 这个分布在采样时有重参数化技巧．比如，在生成模型和变
分模型中，我们可以假设软隐藏放电数是来自指数分布的

zt,h ∼ Exp(1/ft,h), (18)

其中均值 ft,h 由公式 4 和 7 计算得出．采样有如下重参数化技巧

zt,h = −ft,h ln(1− u), u ∼ Unif(0, 1). (19)
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相比于在 GS 分布中等价的软隐藏放电数靠近一个 {0, 1, . . . ,M − 1} 中的整数，来自指数分布的 zt,h

可以是 R⩾0 的任意值．第 3 节和图 3 详细描述了一些可选的分布．

2.3 变分模型的采样方案
目前为止，我们已经提出了可微分的 POGLM 来解决第 1 节中提出的第一个问题．现在我们解决

第二个问题—变分模型的选取．具体来说，我们需要设计变分模型中 ft,h 的公式．显然，公式 7 表示
的时间齐次（时齐）模型太过简单了，以至于 q(Z|X;ϕ) 的变分分布族和后验分布 p(Z|X; θ) 相去甚
远．一个与真实后验分布更接近的好的变分分布族对 VI 的成功至关重要．这里我们讨论以下五个候选
模型：
• 时齐泊松：ft,h = σ(ch), ∀t ∈ {1, . . . , T}，变分参数集为 ϕ = {cH}，其中 cH = [c1, . . . , cH ]T．然而，
这个在实际情况下太简单了，不能很好的作为变分分布族．
• 非时齐泊松（平均场）：ft,h = σ(ct,h)，ϕ =

{
CT×H ∈ RT×H}．尽管平均场理论在很多隐变量模型

中有广泛的应用，但其缺少对可见放电序列 X 的依赖．对于 POGLM 来说，这样学到的 ϕ 只对应于
训练放电序列 p(Ztrain|Xtrain; θ) ≈ q(Ztrain|Xtrain;ϕ)，但无法推广到测试放电序列 p(Ztest|Xtest; θ) ̸≈
q(Ztest|Xtest;ϕ)．此外，时齐和非时齐泊松都没有神经元之间的信息传递，因此对学习神经连接矩阵W

没有任何帮助．
• 前向自循环 [Jimenez Rezende and Gerstner, 2014, Kajino, 2021]：一个很典型又直观的想法就是，认
为真实的后验 p(Z|X; θ) 可以由一个关于 Z 的 GLM 的变分分布 q(Z|X;ϕ) 近似，其中 X 是固定的
（图 1(b)），即，

ft,h = σ

(
ch +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

H∑
h′=1

ah←h′ ·

(
L∑

l=1

zt−l,h′ ψl

))
, (20)

ϕ = {cH ,A}．特别的，
A =

[
OV←V OV←H

AH←V AH←H

]
∈ RN×N . (21)

上面两个块 OV←V ,OV←H 全为零因为我们不用采可见的放电序列 X．AH←V 和 AH←H 分别表示可
见到隐藏、隐藏到隐藏的影响．为了用公式 20，我们需要串行地从 t = 1 到 t = T 采样，因为当前的
样本 zt,h 依赖于之前的样本 Zt−L:t−1,1:H．
• 前向：由于前向自循环采样过程很低效，一个更简单的方法是去掉隐藏到隐藏的那一块（也就是公
式 20 中的第三项）．这样我们就得到了前向信息传递方案（图 1(c)）：

ft,h = σ

(
ch +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

))
, (22)

ϕ = {cH ,A}．这里，
A =

[
OV←V OV←H

AH←V OH←H

]
∈ RN×N . (23)

前向变分分布可以并行采样，因为 zt,h 不再互相依赖．注意到去掉了隐藏到隐藏的块理论上来讲可能
忽略了隐藏到隐藏的影响因素．但实际上，由于隐藏神经元生成过程中的长序列依赖，学到隐藏到隐藏
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图 2: 一个比较不同变分分布 q(Z|X;ϕ) 的例子．真实后验是 p(Z|X; θ)（黑点）．这里只有一个可见神
经元和一个隐藏神经元．两个来自可见神经元的可见放电在短划线处发生．每条虚线表示一个隐藏放电
发生在不同时间桶内的近似对数斯然．只有前向后向准确描述了真实的后验分布．前向和前向自循环由
于缺乏反向传播的信息，都无法抓住可见放电前对数斯然的上升趋势．

的的WH←H 是非常困难的．此外，尽管实际情况下大多数神经元都是没有被记录到的，但人们还是通
常会假设 POGLM 中的隐藏神经元之占少数（V > H），寄希望于这些隐藏神经元可以作为代表．事实
上，由于 POGLM 问题本身的复杂性，学很多隐藏神经元是不现实的．如果有很多隐藏神经元，问题
就会非常繁琐，目前没有任何方法能成功．所以，在 V > H 的条件下，忽略 WH←H 这一块儿可能不
会很影响结果．
• 前向后向：前面两种采样方案都忽略了一个重要的关系—模拟生成过程 p(X,Z; θ) 中隐藏到可见的
影响 WV←H．因此，这里我们引入前向后向信息传递方案（图 1(d)），

ft,h = σ

(
cn +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

V∑
v′=1

av′←h ·

(
L∑

l=1

xt+l,v′ ψl

))
, (24)

ϕ = {cH ,A}．这里，
A =

[
OV←V AV←H

AH←V OH←H

]
∈ RN×N , (25)

其中 AV←H 块模拟的是生成过程 p(X,Z; θ) 中隐藏到可见的影响 WV←H．具体来说，在采当前 zt,h

时，引入了来自未来可见放电序列 Xt+1:t+L,1:V 的贡献（即公式 24 中的第三项）．
图 2 可视化地比较了不同变分分布，帮我们理解前向后向采样在近似真实后验分布上的优越性．

3 实验
为了全面的对比分析，我们考虑不同推断方法 × 不同变分采样方案的方法组合．

推断方法． 我们考虑七种推断方法．每一种推断方法由隐藏放电关于放电率的分布 P[z; f ]（见表 1）
和 VI 中使用的梯度估计来确定
• 泊松 (Pois)：这是原始的 POGLM（公式 2、3、4, 5、7）．这是命名自原始 POGLM 的放电序列 Z
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表 1: 在生成模型和变分模型中使用的不同的隐藏放电关于放电率的分布 P[z; f ]．出于简洁的目的，我
们忽略了 z、z̃ = (z̃0, . . . , z̃M−1) 和 f 中用于指示隐藏神经元和时间桶的下标．
分布 样本 似然 是否可用路径梯度估计
泊松 (Pois) z ∼ Poisson(f) P[z; f ] = fze−z

z!
7

分类 (Cat) z ∼ Cat(π(f)) P[z; f ] = π(f)z 7

Gumbel-Softmax (GS) z̃t,h ∼ GS(π(ft,h); τ) Eq. 36 3

指数 (Exp) z ∼ Exp
(

1
f

)
P[z; f ] = 1

f
exp (−fz) 3

Rayleigh (Ray) z ∼ Ray
(√

2
πf
)

P[z; f ] = πz
2f2 exp

(
− πz2

4f2

)
3

Half-normal (HN) z ∼ HN
(√ π

2
f
)

P[z; f ] = 2
πf exp

(
− z2

πf2

)
3

所属的泊松分布．由于这是一个离散分布，VI 中之能使用得分函数梯度估计．
•分类 (Cat)：这是第一个原始 POGLM和可微分 POGLM之间的过渡模型，其中我们不使用公式 13
中的 Gumbel-Softmax 来近似，但保留了分类分布（公式 11）．和泊松分布一样，VI 中之能使用得分
函数梯度估计．
• Gumbel-Softmax-score (GS-s)：这个是以 GS（公式 13）作为软隐藏放电数分布的可微分 POGLM．
只不过我们在更新 ϕ 时仍然使用得分函数梯度估计（公式 10），尽管这个模型已经可微分了．
• Gumbel-Softmax-pathwise (GS-p)：这个是以 GS（公式 13）作为软隐藏放电数分布的可微分
POGLM．在更新 ϕ 时使用路径梯度估计（公式 16）．我们期望这个推断方法比前面三个要好．为了实
验从 GS 推广到其它单参数连续分布，我们还试了下面三种分布，并使用路径梯度估计．
• 指数 (Exp)．
• Rayleigh (Ray)．
• Half-normal (HN)．
引入两个过渡模型（Cat 和 GS-s）的目的是使模型从原始的以泊松分布作为隐藏放电数分布且使用
得分函数梯度估计的 POGLM 一步步地变到以 GS 作为隐藏放电数分布且使用路径梯度估计的可微
分 POGLM．通过这一控制变量法，我们可以更好的理解最终的带有连续软隐藏放电数分布的可微分
POGLM．由于我们也不知道什么样的单参数分布更好，我们就试了三个常用的：Exp、Ray和 HN．图 3
画出了这些分布．

变分采样方案． 我们考虑三种采样方案．
• 前向 (F)：公式 20 和图 1(c) 展示的采样方案．
• 前向自循环 (FS)：公式 22 和图 1(b) 展示的采样方案．
• 前向后向 (FB)：公式 24 和图 1(d) 展示的采样方案．
时齐和非时齐泊松在之后的实验中不再考虑了，因为它们过于简单或无法兼容测试集（在 2.3 节中阐述
了）．
原始的解决 POGLM 的方法可以视为 Poisson × FS [Pillow and Latham, 2007, Jimenez Rezende

and Gerstner, 2014, Linderman et al., 2017]．我们新提出的基于 GS 和其它连续分布的且带有 FB 信
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图 3: 在放电率分别为 f = 0.5 和 f = 1.0 时，不同（软）隐藏放电数分布的选取的可视化．绝大多数
用于近似原始泊松分布的来自 GS 的 z 都靠近整数点，但那三个连续分布（Exp、Ray 和 HN）则没有
这样的性质．

息传递方案的可微分 POGLM 应当是我们期望的最优组合．为了更加清楚地理解这些组合，附录 A.2
给出了一份这些方法组合的完整总结．

评价． 尽管我们有不同的推断方法，在测试集上评价对数似然 (log-likelihood, LL) 时，所有推断方法
都重新设置成原始的 POGLM 形式．也就是说为了公平比较，我们全部使用泊松对数似然（公式 3 和
公式 5）．LL 指标可以在合成数据集和真实世界数据集上使用．此外，出于我们在第 1 节中解释了，直
接应用 VI 求解本身就很困难的 POGLM 无法得到理想的参数恢复，我们很关心参数的恢复情况．所
以我们还会在合成数据集上比较参数估计的平均绝对值误差．

3.1 合成数据集
合成数据集旨在全面比较不同方法组合．在知道参数真实值的情况下，我们也可以验证更好的表现

对应更小的参数误差．我们还可以检查应用路径梯度估计带来的好处．

数据集． 我们随机创建了 10 组参数用于生成合成数据集，其中参数来自 wn←n′
i.i.d.∼ Unif(−2, 2) 以及

bn
i.i.d∼ Unif(−0.5, 0.5)．每组参数对应一个试次，所以共有 10 个试次．模型中包括 5 个神经元，其中前

3 个是可见的，剩下 2 个是隐藏的．每一个试次我们都生成 40 个放电序列用于训练，再生成 20 个放
电序列用于测试．每个放电序列有 100 个时间桶．

实验设置． 模型线性权重和偏置的初值也像上面一样初始化．我们选用 Adam 优化器 [Kingma and
Ba, 2014]，学习率为 0.05．优化跑 20 轮，每轮包括 4 个批，批大小为 10．每个试次我们都用不同的
随机数种子重复优化十次，并基于此画出结果和误差线．
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图 4: (a)：不同方法组合的测试集对数似然 (LL)、权重误差、偏置误差以及运行时间．(b)：一些方法
组合在某一试次上学到的权重矩阵和偏置向量与真实值的比较．所有方法组合的可视化结果在附录 A.3
中的图 8 中．(c)：不同方法组合的学习曲线．

结果． 在图 4(a) 中，我们可以看到每个采样方案下使用分类分布或 GS 去近似离散泊松分布时，测
试集 LL 都会下降．然而当我们将梯度估计从得分函数换成路径时，GS 的 LL 显著超过了原始的泊松．
当我们把分布从 GS 换成 Exp、Ray 或 HN 时，LL 进一步提升．这意味着尽管隐藏放电时来自泊松分
布，后验可能不是泊松的而是一个在形状上可能更接近比如指数分布的某一离散分布．从不同采样方案
看，当推断方法选得好时，FB 就比 F 和 FS 要强了，比如推断方法是 GS-p 或 Exp 时．没有好的推断
方法时，前向采样方案（F）比较好，因为它简单．总结来看，一个可微分的 POGLM 使用路径梯度估
计 × FB 采样方案能得到较好的结果．
图 4(a) 所示的权重误差和偏置误差量化的验证了好的 LL 对应更小的参数误差．和 LL 柱状图一

致，权重误差和偏置误差的柱状图也表明 Exp、Ray 和 HN 优于 GS-p 优于其它．当使用连续分布以
及路径梯度估计作为推断方法时，FB 是最优的采样方案．图 4(b) 展示了一些方法组合恢复出的权重
矩阵和偏置向量以及用于生成数据集的真实值．它们之间的主要区别在于和隐藏神经元相关的权重块
以及隐藏神经元的偏置．
除性能外，图 4(a) 还比较了不同方法组合的运行时间．由于 FS 的串行依赖，其运行时间显著长

于 F 和 FB．这解释了除去变分模型中“自循环”信息传递的好处．此外，将离散的泊松分布转化为其
硬（Cat）或软（GS）近似分布需要额外花些时间．

3.2 视网膜神经节细胞 (Retinal Ganglion Cell, RGC) 数据集
这一数据集旨在理解不同方法组合在真实世界数据集上的表现，以及估计出的模型参数的可解释

性．

数据集． 接下来我们就把不同方法用在分析真实神经放电序列上．放电序列来自 27 个视网膜神经节
神经元．记录时小鼠在进行一项时长约 20 分钟的视觉任务 [Pillow and Scott, 2012]．具体的，神经元
1–16 位 OFF 细胞，而 17–20 为 ON 细胞．
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实验设置． 我们将放电序列分为训练集和测试集，用前 2/3 段作为训练集，后 1/3 段作为测试集．原
始的放电序列用宽度为 50 ms 的时间桶来离散化．为了使用随机梯度下降算法，我们把完整序列分成
了 14400 段，每段包含 100 个时间桶．由于我们不知道设置多少个隐藏神经元合适，我们先训练了一
个完全可见的 GLM 作为基线．然后，我们假设有 H ∈ {1, 2, 3} 个隐藏代表神经元，基于此用不同的
方法组合训练模型．我们用 Adam 优化器、0.02 学习率来进行优化．整个训练过程有 20 轮，批大小为
32．我们用不同的随机数种子重复每个训练、测试过程十次，并基于此报告结果和误差线．

图 5: 在假设 H ∈ {1, 2, 3} 个隐藏神经元的情况下，不同方法组合的测试集对数似然 (LL)．黑色短划
线表示完全可见 GLM 的测试集 LL，也就是基线．

结果． 和合成数据集类似，我们在图 5 中画出了不同方法组合在 1、2、3 个隐藏神经元下的测试集
LL．此外，图 5 中还包括了作为基线的完全可见 GLM．首先，当假设存在隐藏神经元时，所有方法组
合都都变得比基线好了，除了 Ray × FB．第二，可微分推断方法普遍比不可微分推断方法要好．尤其
是 Exp × FB 显著优于其它方法组合．第三，对于绝大多数方法组合来说，增加隐藏神经元的数量能
够提高 LL，尤其是 GS-p 和 Exp．
除了知道可微分推断方法 × FB 比其它好以外，我们还关心学到的模型参数的可解释性．以一个

隐藏神经元为例，图 6 展示了，Exp × FB 学到的隐藏神经元可以视为一个负反馈单元．具体来讲，这
个隐藏代表到所有 OFF 细胞的权重都是负的，到所有 ON 细胞的权重都是正的；几乎所有 OFF 细胞
到这个隐藏代表的权重都是正的，所有 ON 细胞到这一隐藏代表的权重都是负的．也就是说，这一隐藏
代表到可见神经元的权重的正负情况清楚的表明了可见神经元的类型．类似但较弱的结果也能在 GS-p
中看到，但在泊松中就没有．
附录 A.3 中的图 9 也能够在更多隐藏神经元的情况下支持可解释性．比如，当有从 RGC 数据集

中学三个隐藏代表神经元时，Exp × FB 学到的隐藏到可见的权重具有特定且非随机的样式．这个样式
代表来一个隐藏代表神经元和可见神经元之间更复杂多变的交互方式．

3.3 PVC-5 数据集
这一数据集旨在研究不同方法组合的性能关于隐藏神经元数量的变化．

数据集． 最后，我们把不同方法组合应用到记录自初级视觉皮层 (primary visual cortex) 的数据集
（PVC-5）Chu et al. [2014]1．这一数据集记录了 15 分钟猕猴（恒河猴）在没有视觉刺激的情况下，初

1https://crcns.org/data-sets/pvc/pvc-5
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图 6: The learned weight matrix of selected method combinations. Visualization of all method combi-
nations is in Fig. 9 in Appendix. A.3.

级视觉皮层 (VI) 的放电序列．

实验设置． 和 RGC 数据集类似，我们用开始的 7.5 min 作为训练集，用后面的 7.5 min 作为测试集．
原始放电序列用宽度为 20 ms 的时间桶离散化成放电数．训练集被均等地分为 225 段．用于训练的批
大小为 25．由于仅有三个可见神经元，我们可以尝试更多数量的隐藏神经元 H ∈ {1, . . . , 9} 以理解性
能关于隐藏神经元个数的变化，尤其是当 H ≫ V 时．我们用 Adam 优化器优化 20 轮，学习率设为
0.1．我们用不同的随机数种子重复训练和测试过程 10 次，并基于此报告性能和误差线．

结果． 图 7 展示了不同方法组合的性能随隐藏神经元个数的变化曲线．无论我们选哪种方法组合，最
优的隐藏神经元个数总是不超过 3．这意味着假设存在更多隐藏神经元不一定总能保证性能的提升，还
有可能引入冗余，导致效果下降．当有更多隐藏神经元时，那些不可微分的推断方法甚至变得比完全可
见 GLM 还差．
在所有方法组合中，Exp × FB 同时隐藏神经元个数小于 3 看上去是最好的．GS-p（所有三种采

样方案）相较于其它推断方法，对不同的隐藏神经元个数更稳健．此外，由于使用了路径梯度估计，可
微分的推断方法比不可微分的推断方法，测试集对数似然更小．
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图 7: 不同方法组合下，测试集 LL 随隐藏神经元数量 H 的变化曲线．

4 相关工作
一些之前的工作考虑了 POGLM 的点过程形式，也就是广义多元部分可见 Hawkes 过程 (general-

ized multivariate partially observable Hawkes process)，其中放电序列不用时间桶离散化成放电数，而
是保留其原始的放电时间戳形式．比如，Zhou and Sun [2021], Shelton et al. [2018], Mei et al. [2019]
把这一问题视为数据丢失问题（所有隐藏神经元的数据全部丢失）；Kajino [2021] 提出了一个可微分的
点过程模型，使点过程也能使用路径梯度估计．
然而使用点过程的话，存储放电时间戳的数据结构通常不理想 [Xu, 2018]．具体的原因在附录 A.4

中．本文我们只关注 POGLM，也就是提前用时间桶离散化的放电数序列．更多关于（离散）GLM 和
（连续）广义 Hawkes 过程的关系的详细讨论也在附录 A.4 中．

5 讨论
本文我们提出了一个可微分版本的部分可见广义线性模型（POGLM），使得在变分推断 (VI) 时能

够使用路径梯度估计．由于现有的前向自循环采样方案表达性很差、采样效率很低剋哦们提出了新的前
向后向信息传递采样方案，引入了从隐藏神经元到可见神经元的信息传递，从而使变分模型更好的服务
于 VI．不同方法组合在一个合成数据集和两个真实世界数据集上的全面比较表明，带有前向后向采样
方案的可微分推断方法可以在测试集上达到更高的似然，也可以取得更好的参数恢复．
注意到从 Gumbel-Softmax 分布放宽到一般连续分布丧失了 Z 作为放电数的意义，但能学得更好．

研究是否一个一般的连续分布会比离散的泊松分布更接近真实后验分布，既有趣又富有挑战性．这一局
限性可能是一个很大的话题，值得未来进一步研究．
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附录 A

A.1 ELBO 的梯度估计
这里我们给出 ELBO(X; θ, ϕ) 关于 θ 和 ϕ 的梯度估计的详细推导过程．关于 θ 的导数为：

∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂θ
=

1

|NT×H |
∑

Z∈NT×H

q(Z|X;ϕ)
∂

∂θ
[ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ)]

≈ 1

K

K∑
k=1

∂

∂θ

[
ln p

(
X,Z(k); θ

)
− ln q

(
Z(k)

∣∣X;ϕ
)]

=
∂

∂θ
ÊLBO(X; θ, ϕ).

(26)

ELBO 关于 ϕ 在 ϕ0 处的导数的得分函数梯度估计（公式 10）为：
∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂ϕ
=

1

|NT×H |
∑

Z∈NT×H

∂

∂ϕ
q(Z|X;ϕ) [ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ0)]

+ q(Z|X;ϕ0)
∂

∂ϕ
[ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ)]

=
1

|NT×H |
∑

Z∈NT×H

[ln p(X,Z; θ)− ln q(Z|X;ϕ0)] q(Z|X;ϕ)
∂

∂ϕ
ln q(Z|X;ϕ)

− 1

|NT×H |
∑

Z∈NT×H

∂

∂ϕ
q(Z|X;ϕ)

≈ 1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
X,Z(k); θ

)
− ln q

(
Z(k)

∣∣X;ϕ0

)] ∂
∂ϕ

ln q
(
Z(k)

∣∣X;ϕ
)
− 0.

(27)

ELBO 关于 ϕ 的导数的路径梯度估计（公式 16）为：
∂ ELBO(X; θ, ϕ)

∂ϕ
=
∂

∂ϕ

∫
Z̃

q
(
Z̃
∣∣∣X;ϕ

) [
ln p

(
X, Z̃; θ

)
− ln q

(
Z̃
∣∣∣X;ϕ0

)]
dZ̃

=
∂

∂ϕ

∫
G

Gumbel(G; 0, 1) [ln p (X, r(G|X;ϕ); θ)− ln q(r(G|X;ϕ)|X;ϕ)] dG

≈ ∂

∂ϕ

K∑
k=1

[
ln p

(
X, r

(
G(k)

∣∣X;ϕ
)
; θ
)
− ln q

(
r
(
G(k)

∣∣X;ϕ
)∣∣X;ϕ

)]
=
∂

∂ϕ
ÊLBO(X; θ, ϕ).

(28)
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A.2 方法组合
我们把不同的方法组合在这里总结出来．

A.2.1 生成过程

t 时一个可见神经元 v 的放电率 ft,v 以及一个隐藏神经元 h 的放电率 ft,h 分别为：ft,v = σ
(
bv +

∑V
v′=1wv←v′ ·

(∑L
l=1 xt−l,v′ ψl

)
+
∑H

h′=1wv←h′ ·
(∑L

l=1 zt−1,h′ ψl

))
,

ft,h = σ
(
bh +

∑V
v′=1wh←v′ ·

(∑L
l=1 xt−l,v′ ψl

)
+
∑H

h′=1wh←h′ ·
(∑L

l=1 zt−1,h′ ψl

))
.

(29)

参数集为 θ = {b,W }，其中 b =

[
bV

bH

]
∈ RN，W =

[
WV←V WV←H

WH←V WH←H

]
∈ RN×N．对于可见神经元，

总是 xt,n ∼ Poisson(ft,n)．

A.2.2 变分采样方案

• 时齐泊松
ft,h = σ(ch). (30)

变分参数集为 ϕ = {cH}．
• 非时齐泊松

ft,h = σ(ct,h). (31)

变分参数集为 ϕ = {CT×H}．
• 前向（F）

ft,h = σ

(
ch +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

))
. (32)

变分参数集为 ϕ = {cH ,A}，其中 A =

[
OV←V OV←H

AH←V OH←H

]
∈ RN×N．

• 前向自循环（FS）

ft,h = σ

(
ch +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

H∑
h′=1

ah←h′ ·

(
L∑

l=1

zt−l,h′ ψl

))
. (33)

变分参数集为 ϕ = {cH ,A}，其中 A =

[
OV←V OV←H

AH←V AH←H

]
∈ RN×N．

• 前向后向（FB）

ft,h = σ

(
cn +

V∑
v′=1

ah←v′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,v′ ψl

)
+

V∑
v′=1

av′←h ·

(
L∑

l=1

xt+l,v′ ψl

))
(34)

变分参数集为 ϕ = {cH ,A}，其中 A =

[
OV←V AV←H

AH←V OH←H

]
∈ RN×N．
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A.2.3 隐藏放电数的分布

表 2: 在生成模型和变分模型中使用的不同的隐藏放电关于放电率的分布 P[z; f ]．出于简洁的目的，我
们忽略了 z、z̃ = (z̃0, . . . , z̃M−1) 和 f 中用于指示隐藏神经元和时间桶的下标．
分布 样本 似然 是否可用路径梯度估计
泊松 (Pois) z ∼ Poisson(f) P[z; f ] = fze−z

z!
7

分类 (Cat) z ∼ Cat(π(f)) P[z; f ] = π(f)z 7

Gumbel-Softmax (GS) z̃t,h ∼ GS(π(ft,h); τ) Eq. 36 bellow 3

指数 (Exp) z ∼ Exp
(

1
f

)
P[z; f ] = 1

f
exp (−fz) 3

Rayleigh (Ray) z ∼ Ray
(√

2
πf
)

P[z; f ] = πz
2f2 exp

(
− πz2

4f2

)
3

Half-normal (HN) z ∼ HN
(√ π

2
f
)

P[z; f ] = 2
πf exp

(
− z2

πf2

)
3

在上表中，我们使用函数 π 来将泊松分布截断成一个分类分布，In the above table, we used the
function π to truncate a Poisson distribution to a categorical distribution,

π(f) =

(
1−

M−1∑
m=1

fmef
m!

,
f1ef
1!

, . . . ,
fM−1ef
(M − 1)!

)
. (35)

GS 的似然函数为
P[z̃; f ] = Γ(M)τM−1

(
m−1∑
m=0

π(f)m
z̃τm

)
M−1∏
m=0

π(f)m
z̃τ+1
m

(36)
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A.3 补充图
A.3.1 合成数据集

图 8: 所有方法组合在合成数据集的某一个试次上学到的权重矩阵和偏置向量，以及和真实值的比较．
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A.3.2 RGC 数据集

图 9: 假设不同数量的隐藏神经元，所有方法组合在 RGC 数据集上学到的权重矩阵和偏置向量．
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A.4 点过程
A.4.1 广义 Hawkes 过程是点过程版本的 GLM

一个广义多元 Hawkes 过程 (GMHP) 是一个的时间点过程（右连续），其由条件强度函数描述

λ∗n(t) = σ

(
bn +

∑
tn<t

wn←ni
· ψ(t− ti)

)
, (37)

其中 n 为 N 个神经元的下标．(ti, ni) 为历史（放电）序列中第 i 个事件第到达时间和所属神经元．历
史放电序列是按到达时间 ti 排好序的，即 t1 < t2 < · · · < t．λ∗n(t) 是条件依赖于 t 之前的放电序列的
{(tn, dn)tn<t}．bn ∈ R 是第 n 个神经元的背景强度，wn←n′ ∈ R 是从第 n′ 个神经元到第 n 个神经元的
链接权重，ψ(·) 是一个基函数，通常积分到 1．σ 是一个非线性函数．此外，注意到 λ∗n(t) 是一个左连续
函数．为了保证因果关系，我们还需要 ψ(t) = 0, ∀t ⩽ 0．令 θ = {b,W } =

{
[b1, . . . , bN ]T, [wn←n′ ]N×N

}
为我们要估计到参数集．一条连续实验戳序列格式的放电序列 X = {(ti, ni)}Ii=1 在一段观察时间 [0, T ]

内的数据似然（概率密度函数）为

P(X ; θ) =
I∏

i=1

λ∗ni
(ti) · exp

[
−

N∑
n=1

∫ T

0

λ∗n(t) dt
]
. (38)

条件强度与到达时间间隔的关系． 对任意时间点过程（非离散），在 t 到 t+∆t 之间发生的事件个数
服从泊松分布

X ∼ P
(∫ t+∆t

t

λ∗(s) ds
)

= P(Λ(t+ τ)− Λ(t)), (39)

其中 Λ(t) :=
∫ t

0
λ∗(s) ds 为补偿器 (compensator)．如果 ∆t→ 0，∫ t+∆t

t

λ∗(s) ds ≈ λ∗(t)∆t. (40)

强度函数 λ∗(t) 和（从当前时间 t 到）下一到达时间间隔 τ 的分布 (PDF) 的关系为

f(τ) = λ∗(t+ τ)︸ ︷︷ ︸
an event happens at t+τ, density

(∫ t+τ

t
λ∗(s) ds

)0
e−

∫ t+τ
t

λ∗(s) ds

0!︸ ︷︷ ︸
no event happens in the interval (t,t+τ), probability

=λ∗(t+ τ)e−
∫ t+τ
t

λ∗(s) ds.

(41)

累计分布函数 (CDF) 为 is
F (τ) = 1− e−

∫ t+τ
t

λ∗(s) ds. (42)

因此，对强度函数建模和对到达时间间隔建模是等价的．

采样/模拟． 我们介绍两种等价的采样方法：Ogata细化 (Ogata’s thinning)和先到先服务 (first-come-
first-serve, FCFS)．下一个事件在时间 t+ τ 时发生在第 n 个神经元上的概率密度为

f(τ, n) =
N∏

n′=1

e−
∫ t+τ
t

λ∗
n′ (s) ds λ∗n(t+ τ), (43)
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这可以视为 FCFS．而用 Ogata 细化方法，

f(τ, n) = e−
∫ t+τ
t

∑N
n′=1

λ∗
n′ (s) ds

N∑
n′=1

λ∗n′(t+ τ)
λ∗n(t+ τ)∑N

n′=1 λ
∗
n′(t+ τ)

. (44)

A.4.2 连续点过程的离散化

一般来讲，在完整数据似然的积分没有解析解．通常的解决办法时蒙特卡洛积分，尽管这不是最优
的方案．另一个更好的选择是数值积分法，比如 Simpson 法．然而，不论使用什么数值积分方法，都
会损失过程本身的连续性．此外，存储放电序列时间戳的数据结构也不理想．其一，计算点过程的对数
似然需要串行搜索一个时间戳列表，这比时间桶化的放电序列中直接使用矩阵乘法要复杂得多．其二，
采隐藏放电序列的时间戳需要排序，这个也十分浪费时间．此外，对数似然函数中的积分项一般也没有
解析解，还是需要把时间离散化．因此，在一开始就把点过程数据用时间桶离散成放电数是比处理连续
时间戳序列更方便的．
这里我们讲解离散化的过程．令 X ∈ NS×N 为离散放电序列，其中 S = T

∆t
为时间桶的总数．那

么 xs,n 就表示第 n 个神经元在时间区间 ((s− 1)∆t, s∆t) 内的放电数．现在，GMHP 就被离散化成了
一个广义线性模型 (GLM)：xs,n ∼ P(λ∗s,n∆t)，

λ∗s,n = bn +
∑

xs′,n′>0,s′<s

xs′,n′wn←n′ψ((s− s′)∆t) = bn +
N∑

n′=1

wn←n′

L∑
l=1

xs−l,n′ψl, (45)

其中 λ∗s,n 还是由 θ 参数化，ψT = [ψ(∆t), . . . , ψ(L∆t)]．完整数据似然为

P(X; θ) =

N∏
n=1

S∏
s=1

(λ∗s,n∆t)
xs,ne−λ∗

s,n∆t

xs,n!
. (46)

现在我们要证明这个似然随时间桶宽度 ∆t→ 0 收敛到连续的形式．当取极限 ∆t→ 0 时，xs,n 要
么是 0 要么是 1．因此，

lim
∆t→0

P(X; θ) =
∏

xs,n=1

λ∗s,n∆t e−λ∗
s,n∆t

∏
xs,n=0

e−λ∗
s,n∆t

=(∆t)I
I∏

i=1

λ∗ni
(ti; θ) exp

[
−

N∑
n=1

∫ T

0

λ∗n(t; θ) dt
]
.

(47)

由于 (∆t)I 为一个常数，我们可以把上式除以 (∆t)I 然后只取概率密度，这样就和连续情况下的公式 38
一样了．因此，只要 ∆t 足够小，求解离散问题就和求解原始连续问题等价．问题的解也会随 ∆t → 0

收敛到连续问题的解．事实上，公式 47 所示的过程适用于任何点过程及其离散版本．
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