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摘要
最大化边缘对数似然是学习隐变量模型中的关键，而变分推断 (variational inference, VI)是最常用的方

法．然而，VI在处理特别复杂的后验分布时可能无法达到很高的边缘对数似然．为了应对这一局限性，我们提
出了一个新的变分重要性采样 (variational importance sampling, VIS)方法，直接估计并最大化边缘对数似
然．VIS利用由最小化前向 χ2 散度得到的最优的建议分布来增强边缘对数似然的估计．我们在混合模型、变
分自编码器和部分可见广义线性模型这几个常见的隐变量模型上应用了 VIS．结果表明，VIS能够在边缘对
数似然以及模型参数估计两方面均超过最先进的基线方法．代码：https://github.com/JerrySoybean/vis．

1 引言
给定隐变量 z 和观测变量 x，如何寻找最大化边缘似然 p(x; θ) =

∫
p(x, z; θ) dz 的最优参数 θ 在

诸多应用问题中都十分重要．然而，当问题特别复杂时，我们只知道 p(x, z; θ) 的显式形式，而无法解
析地计算边缘 p(x; θ)．因此，我们通常就会使用变分推断 (variational inference, VI) [Blei et al., 2017]
或重要性采样 (importance sampling, IS) [Kloek and Van Dijk, 1978] 这种近似方法来学模型参数 θ 以
及推断无法解析求解的后验 p(z|x; θ)．

VI 用一个变分分布 q(z|x;ϕ) 来近似后验 p(z|x; θ)．二者之间的差距用反向 KL 散度
KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ)) 来衡量．而最小化 KL散度等价于最大化 ln p(x; θ)的证据下界 ELBO(x; θ, ϕ)．
然后，用 ELBO 最大化 ln p(x; θ) 不一定是最好的办法，尤其是在处理重尾、多峰等复杂后验分布时．
有可能 KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ)) 非常小，但实际上 q(z|x;ϕ) 和 p(z|x; θ) 都离真实的后验 p(z|x; θtrue)

非常远，导致 ELBO 很高但是边缘对数似然却很低（如 4.1 节所示）．
尽管像基于 α 散度的下界 [Li and Turner, 2016, Hernandez-Lobato et al., 2016] 和像基于 χ2 散

度的上界等等可以用于更好的后验估计，但更直接的做法就是用 IS 直接估计 ln p(x; θ)．理想情况下，
如果建议分布 q(z|x;ϕ) 选得好、蒙特卡洛样本足够多，IS 就可以得到一个很好的估计．但实际应用中，
我们经常不清楚到底如何选择一个好的建议分布 q(z|x;ϕ)，也没有明确的指标来验证 q(z|x;ϕ) 的质量．
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Su and Chen [2021] 表明 VI 学到的变分分布可以作为 IS 的建议分布，但是已经有大量文献表明这不
是最优选择 [Jerfel et al., 2021, Saraswat, 2014, Sason and Verdú, 2016, Nishiyama and Sason, 2020]．
此外，Pradier et al. [2019] 注意到了最小化前向 χ2 散度时的数值问题和尺度问题 Finke and Thiery
[2019]，需要我们细致地处理．
为了解决这些问题，我们提出了一个新的学习方法，称为变分重要性采样 (variational importance

sampling, VIS)．我们会阐明用于 IS的最优建议分布 q(z|x;ϕ)可以通过在对数空间中最小化前向 χ2 散
度得到，并且这样是数值稳定的．此外，只要有足够多的蒙特卡洛样本，估计的边缘对数似然 ln p̂(x; θ)
相较于 ELBO 是一个渐近意义上更紧的下界，从而 ln p(x; θ) 可以被更高效地估计．在实验部分，我
们将 VIS 应用于多个模型，其中包括了没有 p(x, z; θ) = p(x|z; θ)p(z; θ) 这种显式分解的最一般的情
形．在合成数据集和真实世界数据集中，VIS 都比最常用的 VI 和其他三个最先进的基线方法 CHIVI
[Dieng et al., 2017]、VBIS [Su and Chen, 2021] 以及 IWAE [Burda et al., 2015] 表现更优．附录 A.8
用表格的形式总结了与本篇文章相关的一些工作以及相对应的我们的贡献．

2 变分推断的背景知识
我们在这里先简要介绍一下变分推断 (variational inference, VI)，以及它的估计量和偏差．VI 由

反向 KL 散度导出：

KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ)) =
∫
q(z|x;ϕ) ln q(z|x;ϕ)

p(z|x; θ)
dz = −ELBO(x; θ, ϕ) + ln p(x; θ), (1)

其中 ELBO(x; θ, ϕ) := Eq[ln p(x, z; θ) − ln q(z|x;ϕ)]．由于 ELBO 是 ln p(x; θ) 的一个下界，最大化
ln p(x; θ) 的问题就转换成了最大化 ELBO(x; θ, ϕ)．VI 受欢迎的原因主要有二：1) ELBO 的形式是对
数似然的数学期望，使得其数值上相较于直接处理原始的似然更稳定；2) 当模型可以进行 p(x, z; θ) =

p(x|z; θ)p(z; θ) 分解时，ELBO 可以写成 ELBO(x; θ, ϕ) = Eq[ln p(x|z; θ)]−KL(q(z|x;ϕ)∥p(z; θ))．这
种写法的好处在于，第二项 KL 项通常对特定的先验分布 p(z; θ) 和变分分布族 q(z|x;ϕ) 有解析解，比
如高斯分布．
实际中，公式 1 中的目标函数 ELBO 仍然需要数值估计，也就是它的估计量

ÊLBO(x; θ, ϕ) =
1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
x, z(k); θ

)
− ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)] , (2)

其中 {
z(k)

}K
k=1
是K 个来自变分分布 q(z|x;ϕ)的蒙特卡洛样本．现在，我们就把关于 θ最大化 ln p(x; θ)

的问题转化成了关于 θ 和 ϕ 最大化 ÊLBO(x; θ, ϕ) 了．附录 A.1 介绍了 ELBO 的得分函数梯度估计
(score function gradient estimator) 和路径梯度估计 (pathwise gradient estimator)．

ELBO 估计量的偏差． 注意到尽管 ÊLBO(x; θ, ϕ) 是 ELBO 的一个无偏估计，它却是边缘对数似然
ln p(x; θ) 的一个严格下偏估计（图 1(a)）：

Eq

[
ÊLBO(x; θ, ϕ)− ln p(x; θ)

]
= ELBO(x; θ, ϕ)− ln p(x; θ) = −KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ)). (3)
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(c)(a) (b)

minimized by minimized by

family of

图 1: (a)：边缘对数似然 ln p(x; θ) 和它的 IS 估计量的数学期望 Eq[ln p̂(x; θ, ϕ)]，ELBO(x; θ, ϕ)，以
及 ELBO 的估计量的数学期望 Eq[ÊLBO(x; θ, ϕ)] 之间的偏差．在估计 ln p(x; θ) 时，下偏的 IS 估计量
Eq[ln p̂(x; θ, ϕ)] 相较下偏的 ELBO 估计量 Eq[ELBO(x; θ, ϕ)] 是一个更紧的下界．(b)：(a) 中四个量在
不同蒙特卡洛样本量 K ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 下的实际可视化．(b) 中每个箱的都是由 500 次重复得到的．其
中的空心圆是 500 次的平均值．随着 K 的增加，它们差距渐近地显现出来了．(c)：最小化前向 χ2 散
度（做 IS 的最优方式）和最小化反向 KL 散度会得到不同的 q(z|x;ϕ)．

正如之前提到的，有可能得到的 q(z|x;ϕ) 和 p(z|x; θ) 都离真正的后验 p(z|x; θtrue) 很远，导致有较高
的 ELBO 但却只有很低的边缘对数似然 ln p(x; θ)．

3 变分重要性采样
为了解决这一问题，我们采用重要性采样 (importance sampling, IS) 的方法来直接估计边缘对数

似然 ln p(x; θ)．然而，IS 的估计质量取决于建议分布和蒙特卡洛样本数．我们首先说明，用 IS 可以得
到一个比 ÊLBO(x; θ, ϕ) 渐近更紧的 ln p(x; θ) 的估计．之后，我们会证明这一估计量的偏差和有效性
（方差）都和前向 χ2 散度以及蒙特卡洛样本数有关．这为我们选建议分布和决定蒙特卡洛样本数提供
了一个指导．最后，我们会推导其数值稳定的梯度估计，用于求得最优的建议分布．

边缘对数似然下偏的 IS 估计量． 用重要性采样 (importance sampling, IS)，边缘可以通过建议分布
q(z|x;ϕ) 进行估计，即，

p(x; θ) =

∫
p(x, z; θ) dz ≈ 1

K

K∑
k=1

p
(
x, z(k); θ

)
q (z(k)|x;ϕ)

=: p̂(x; θ, ϕ), (4)

其中 {
z(k)

}K
k=1
是 K 个来自建议分布 q(z|x;ϕ) 的蒙特卡洛样本．为了数值稳定，我们需要在对数空间

中计算，
ln p̂(x; θ, ϕ) = logsumexp

[
ln p

(
x, z(k); θ

)
− ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]− lnK, (5)

其中用到了 logsumexp 技巧．附录 A.2 给出了 ln p(x; θ) 关于 θ 的梯度的估计
∂ ln p(x; θ)

∂θ
≈ ∂ ln p̂(x; θ, ϕ)

∂θ
. (6)

3/22



ICLR 2024 Spotlight 基于前向 χ2 散度的变分重要性采样

由于
Eq[p̂(x; θ, ϕ)] =

1

K

K∑
k=1

Eq

[
p(x, z; θ)

q(z|x;ϕ)

]
=

∫
p(x, z; θ) dz = p(x; θ), (7)

p̂(x; θ, ϕ) 是 p(x; θ) 的一个无偏估计．然而，ln(·) 是一个凹函数，所以由詹森不等式可以得出，
Eq[ln p̂(x; θ, ϕ)] ⩽ lnEq[p̂(x; θ, ϕ)] = ln p(x; θ)．这意味着在对数空间中，估计量 ln p̂(x; θ) 是 ln p(x; θ)
的一个下偏估计．

IS 估计量的偏差． 类似于 ÊLBO(x; θ, ϕ)，我么也可以利用 Delta 方法 [Oehlert, 1992, Struski et al.,
2022] 推导出 ln p̂(x; θ, ϕ) 的偏差，

Eq[ln p̂(x; θ, ϕ)− ln p(x; θ)] = Eq

[
ln
(

1

K

K∑
k=1

p
(
z(k)

∣∣x; θ)
q (z(k)|x;ϕ)

)]

≈− 1

2K
Varq

[
p(z|x; θ)
q(z|x;ϕ)

]
= − 1

2K

{
Eq

[(
p(z|x; θ)
q(z|x;ϕ)

)2
]
− E2

q

[
p(z|x; θ)
q(z|x;ϕ)

]}

=− 1

2K

(∫
p(z|x; θ)2

q(z|x;ϕ)
dz − 1

)
= − 1

2K
χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)),

(8)

其中 χ2(p∥q) 是 p 和 q 之间的前向 χ2 散度（图 1(a)）．由于公式 8 随 K → ∞ 收敛到 0，
ln p̂(x; θ, ϕ) 相较于 ÊLBO(x; θ, ϕ) 是一个渐近意义上更紧的下界（图 1(a)）．特别的，当 K = 1

时，ln p̂(x; θ, ϕ) = ÊLBO(x; θ, ϕ)．为了实证验证这一关系，我们基于 K 个蒙特卡洛样本重复估计
ln p̂(x; θ, ϕ) 和 ÊLBO(x; θ, ϕ) 500 次，并画出了它们关于 K 的经验分布，见图 1(b)．当有更多的蒙特
卡洛样本数 K 时，ln p̂ 和 ÊLBO 都变得更稳定，但是每个箱中的空心圆表示的经验期望表明，只有
ln p̂(x; θ, ϕ) 收敛到了边缘对数似然 ln p(x; θ)．
图 1 阐释了 IS 在较大的 K 下可以得到对 ln p(x; θ) 更好的估计．这就意味着用 IS 来最大化

ln p(x; θ)比用 ELBO更直接．此外，为了更快收敛，我们还需要选择能够最小化 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ))
的建议分布 q(z|x;ϕ)，因为这一前向 χ2 散度可以用作指示一个建议分布是否优良的指标：如果前向
χ2 散度小，那么 IS 估计量的偏差（公式 8 的绝对值）就小．

另一方面，我们也可以写出估计量 p̂(x; θ, ϕ) 的有效性 [Freedman et al., 1998]，即，

Varq [p̂(x; θ, ϕ)] =
1

K2
K Varq

[
p(z|x; θ)p(x; θ)

q(z|x;ϕ)

]
=
p(x; θ)2

K
χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)), (9)

也就是估计量的方差．公式 8和公式 9巧合地共同表明想要 ln p̂(x; θ, ϕ)的偏差较小以及想要 p̂(x; θ, ϕ)

的有效性更高，都需要一个较小的 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ))和一个较大的K．换句话说，我们需要尽可能多
的蒙特卡洛样本；同时做 IS的最优建议分布 q(z|x;ϕ)来自最小的前向 χ2 散度 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ))
而不是反向 KL 散度 KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ))（图 1(c)）．
变分重要性采样 (variational importance sampling, VIS) 的算法总结在了算法 1 中．我们首先

固定当前的建议分布 q(z|x;ϕ)，用 IS 关于 θ 最大化 ln p̂(x; θ, ϕ) ；然后固定 θ，关于 ϕ 最小化
χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)) 来得到一个更好的建议分布．然而，关于 ϕ 最小化 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)) 没那
么简单，因为我们不知道 p(z|x; θ)．下面我们推导一个用于最小化前向 χ2 散度的稳定梯度估计．
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Algorithm 1 VIS
1: for i = 1:N do
2: 从 q(z|x;ϕ) 中采样 {

z(k)
}K
k=1
．

3: 通过公式 6 最大化 ln p̂(x; θ, ϕ) 更新 θ．
4: 通过公式 12 或公式 24 最小化 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)) 更新 ϕ．
5: end for

梯度估计． 把前向 χ2 散度重写成

χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)) = 1

p(x; θ)2

∫
p(x, z; θ)2

q(z|x;ϕ)
dz − 1 =:

1

p(x; θ)2
V (x; θ, ϕ)− 1. (10)

所以最小化 χ2(p(z|x; θ)∥q(z|x;ϕ)) 等价于关于 ϕ 最小 V (x; θ, ϕ) :=
∫ p(x,z;θ)2

q(z|x;ϕ) dz．这个量仍需在对数
空间中最小化，以保证数值稳定性 [Pradier et al., 2019, Finke and Thiery, 2019, Geffner and Domke,
2020, Yao et al., 2018]．. 在附录 A.3 中，我们推导了 lnV (x; θ, ϕ) 可以估计如下

lnV (x; θ, ϕ) ≈ logsumexp
[
2 ln p

(
x, z(k); θ

)
− 2 ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]− lnK =: ln V̂ (x; θ, ϕ). (11)

lnV (x; θ, ϕ) 关于 ϕ 在 ϕ0 处的得分函数梯度估计为
∂ lnV (x; θ, ϕ)

∂ϕ
≈ ∂

∂ϕ

1

2
ln V̂ (x; θ, ϕ). (12)

当重参数技巧 (reparameterization trick) 可以使用时，z|x;ϕ = g(ϵ|x;ϕ)，其中 ϵ ∼ r(ϵ)，那么我们
就有变换 q(z|x;ϕ) dz = r(ϵ) dϵ [Schulman et al., 2015]．现在就可以得到路径梯度估计 ∂ ln V (x;θ,ϕ)

∂ϕ
≈

∂
∂ϕ

ln V̂ (x; θ, ϕ)，其中我们如下采样 ϵ ∼ r(ϵ) 并用 z(k) = g
(
ϵ(k)
∣∣x;ϕ) in ln V̂ (x; θ, ϕ)．完整的推导在附

录 A.3 中．

4 实验
用于对比实验的基线方法． 我们会将 VIS 应用到三个不同的模型上，并将其与另外四个方法进行比
较．它们分别是：
• VI：最广泛使用的变分推断方法，最大化 ELBO．
• CHIVI [Dieng et al., 2017]：在更新 ϕ 时，同时用一个上界 CUBO（基于前向 χ2 散度）和一个下
界 ELBO（基于反向 KL 散度）来挤压后验估计 q(z|x;ϕ) 使其近似后验 p(z|x; θ)．
• VBIS [Su and Chen, 2021]：用 VI 学到的 q(z|x;ϕ) 作为 IS 的建议分布．
• IWAE [Burda et al., 2015]：重要性加权自编码器 (importance-weighted autoencoder)．它用 IS 而
非 VI 来学习自编码器．这个仅作为 VAE 模型的额外比较方法．

指标． 对所有的模型和数据集，我们都用不同的方法在 xtrain 上训练模型，然后在 xtest 上用边缘对
数似然 (marginal log-likelihood, LL) p(xtest; θ)（适用于合成数据集和真实世界数据集）；完备对
数似然 (complete log-likelihood, CLL) p(xtest, ztest; θ)（仅适用于合成数据集，因为生成数据时有
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(a) (b)

(c) Posterior VI

Posterior VBIS

Posterior CHIVI

Posterior VIS

VI

CH
IVI

VBIS

VIS

图 2: (a)：测试集上的 LL、CLL 以及 HLL．(b)：不同方法下参数集 θ 的收敛曲线．短划线是用于生
成数据的真实参数，实线是学到的参数．(c)：不同方法下，在 x = 0 和 x = 1 处的后验分布．短划线
是真实后验 p(z|x; θtrue)，实线是学到的后验 p(z|x; θ)，点虚线是学到的变分/建议分布给出的近似后验
q(z|x;ϕ)．

ztest）；以及隐对数似然 (hidden log-likelihood, HLL) q(ztest|xtest;ϕ)（仅适用于合成数据集，原因
同上）．

4.1 一个简单的混合模型
模型． 我们首先用一个简单的混合模型来阐释不同方法的一些代表性行为．考虑生成模型 p(z; θ) =∑4

i=1 πi N (z;µi, 1
2) 其中 π1 = π2 = 1−π

2
, π3 = π4 = π

2
；p(x|z; θ) = Bern(x; logistic(z))．参数集为

θ = {π} ∪ {µi}4i=1，隐变量是 z ∈ R，观测变量是 x ∈ {0, 1}．把变分/建议分布族选为 q(z|x;ϕ) =

N (z; cx, σ
2
x)，x ∈ {0, 1}，变分/建议参数集为 ϕ = {c0, c1, σ0, σ1}．这样一个简单的模型使我们可以画

出 p(z|x; θ) 来，帮我们理解不同方法的行为区别．

实验设置． 训练集和测试集分别包括 1000 个来自 p(x, z; θtrue) 的样本．我们用 Adam [Kingma and
Ba, 2014] 作为优化器，学习率设为 0.002．每个方法我们训练 200 轮，用批训练的方式，每批 100 个
样本点，共 10 批．每次采 K = 5000 个蒙特卡洛样本．对每个方法，我们以不同的随机数种子重复 10
次并报告结果．
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结果． 定量的角度，VIS 在全部三个指标上表现得比其它模型一致得好（图 2(a)．图 2(b) 中，我们
画出了不同方法学习下参数集 θ 的收敛曲线．很明显，VIS 实现了更精准的参数估计．这进一步佐证了
好的参数估计和高的测试集边缘对数似然之间的对应关系．
为了理解不同方法估计出的近似后验 q(z|x;ϕ) 的效果，我们画出了真实后验 p(z|x; θtrue)（短划线）

学到的后验 p(z|x; θ)（实线）以及近似后验 q(z|x;ϕ)（点虚线）分别在 x = 0 和 x = 1 上的形状在
图 2(c) 中．首先我们可以确认，真实后验 p(z|x; θtrue) 在 x = 0 和 x = 1 的条件上都是多模态的，至
少有两个峰．比如，p(z|x = 0; θtrue) 在大约 z = −8 处有一个大峰，在大约 z = −2 有一个大峰，在大
约 z = 1 处有一个小峰（见图 2(c) 中的紫色短划线）．下面我们检查学到的后验 p(z|x = 0; θ) 和近似
后验 q(z|x = 0;ϕ)．
• 对于 VI，VI 中最小化反向 KL 散度带来的迫零/寻众 (zero-forcing/mode-seeking) 行为导致左边
的两个大峰不得不收为一体．并且 q(z|x = 0;ϕ) 的有效支撑区间仅覆盖到了 p(z|x = 0; θtrue) 的左边的
大峰，这导致 p(z|x = 0; θ) 的形状和 p(z|x = 0; θtrue) 完全不同．这就是之前所说的，反向 KL 散度
KL(q(z|x;ϕ)∥p(z|x; θ)) 非常小，但实际上 q(z|x;ϕ) 和 p(z|x; θ) 都离真实后验 p(z|x; θtrue) 很远的情
况，导致了较高的 ELBO 但是只有较低的边缘对数似然．
• 对于 VBIS，通过重要性采样，学到的后验 p(z|x = 0; θ) 保持了两个大峰，但在由于最小化反向
KL 散度带来的迫零行为，大约 z = 1 处的小峰仍然没有被 q(z|x = 0;ϕ) 有效的覆盖到．此外，由于
最小化反向 KL 散度得到的 q(z|x;ϕ) 不是做 IS 最优的建议分布，学到的 p(z|x; θ) 没能够很好的对上
p(z|x; θtrue)．
• 对于 CHIVI，反向 KL 和前向 χ2 散度都被考虑到了，所以 q(z|x = 0;ϕ) 的有效支撑区间变得足够
得宽，确保了两个大峰下的概率密度都能被采样得到．然而相较于 VIS，它还是没宽到能够覆盖在大约
z = 1 处的小峰．此外，由于 CHIVI 关于 θ 优化 ELBO 而不是边缘对数似然，学到的 θ 不如 VIS．
• 对于 VIS，最小化前向 χ2 散度带来的大规模覆盖/寻均 (mass-covering/mean-seeking) 行为使得
q(z|x = 0;ϕ) 足够宽到可以覆盖两个大峰和那个在大约 z = 1 处的小峰．然而，并且由于我们在公式 8
和公式 9 说明了最小化前向 χ2 散度使得学到的 q(z|x;ϕ) 是做 IS 最优的建议分布，所以学到的后验
p(z|x; θ) 的形状和真实后验 p(z|x; θtrue) 的形状相较于其它方法匹配得最好．

4.2 变分自编码器 (Variational auto-encoder)

模型． 变分自编码器 (variational auto-encoder, VAE) [Kingma and Welling, 2013] 的生成模型可以
表示为 p(z; θ) = N (z;0, I)；p(x|z; θ) = Bern(x; logistic(MLPdec(z)))．参数集 θ 包含了 MLP 解码器
的所有参数．变分/建议分布参数化为 q(z|x;ϕ) = N (x;µ(x), diagσ2(x))，其中 µ(x)和 σ(x)是 MLP
解码器在给定输入 x 下的输出．参数集 ϕ 包括了 MLP 编码器的所有参数．

实验设置． 我们将 VAE 模型应用在了 MMIST 数据集 [LeCun et al., 1998] 上．训练集有 60000 个
样本，测试集有 10000 个样本．每个样本是一个 28× 28 的灰度手写体数字图像，所以 x ∈ [0, 1]784．为
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(a) (b)
raw
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CHIVI

VBIS
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图 3: (a)：测试集上的边缘对数似然关于训练轮数的曲线．(b)：一个原始图像和不同方法重构的图像．

了可视化，我们令 z ∈ R2．类似于 [Kingma and Welling, 2013]，我们将编码器和解码器的结构设为
MLPdec(z) =Wdec,2hdec + bdec,2, hdec = tanh (Wdec,1z + bdec,1) , hdec ∈ R128,µ(x) =Wµhenc + bµ

lnσ(x) =Wσhenc + bσ
, henc = tanh (Wencx+ benc) , henc ∈ R128.

(13)

我们用 Adam [Kingma and Ba, 2014] 作为优化器，学习率设为 0.005．每个方法我们跑 20 轮．批大小
为 64．采隐变量的蒙特卡洛样本数设置为 K = 500．每个方法我们用不同的随机数种子重复 5 次，并
报告测试集上的对数似然．

结果． 图 3(a) 画出了学习过程中边缘对数似然的变化．VI 作为经典的求解方法表现地和 CHIVI 以
及 VBIS 差不多，不过 VI 的收敛曲线更稳定．然而如果和 IWAE 以及 VIS，作比较 IWAE 更好，VIS
最好．图 3(b) 所示的重构图像也表明，VIS 求解得到的 VAE 能够重构出和原始图像最相似的重构图
像．不同方法学到的隐变量流形贴在了附录 A.4 中．

4.3 部分可见广义线性模型
模型． 我们首先给出经典的广义线性模型 (generalized linear model, GLM) [Pillow et al., 2008]，其
用于研究神经放电序列中神经元之间的相互影响．我们把来自 N 个神经元、持续 T 个时间桶的神经放
电序列了数据记为 Y ∈ NT×N．yt,n 是第 n 个神经元在第 t 个时间桶内的放电次数．当给出 Y 时，经
典的 GLM 用下面的公式预测第 n 个神经元在第 t 个时间桶内的放电率 ft,n，

ft,n = σ

(
bn +

N∑
n′=1

wn←n′ ·

(
L∑

l=1

yt−l,n′ψl

))
, with spike yt,n ∼ Poisson(ft,n), (14)

其中 σ(·) 是一个非线性函数（比如 Softplus）；bn 是第 n 个神经元的基准放电强度（偏置），其向量形
式为 b ∈ RN；wn←n′ 是第 n′ 个神经元给第 n 个神经元的影响，其矩阵形式为 W ∈ RN×N；ψ ∈ RL

+

是提前给定的基函数，用于合计神经元从 t− L 到 t− 1 的放电历史．
经典的 GLM 不是给隐变量模型．然而我们可以把 GLM 扩展成一个部分可见的 GLM (partially

observable GLM, POGLM) [Pillow and Latham, 2007]，这就成了一个隐变量模型．特别的，POGLM
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在神经元放电序列数据是部分可见的情况下研究神经元之间的相互影响．这恰恰是神经科学中经常遇
到的情况，因为在大脑目标区域收集所有神经元的数据通常是不现实的．考虑 N 个神经元中 V 个是
可见的神经元，剩余 H 个是隐藏的神经元（N = V + H）．给定一个放电序列 Y，它左边 V 列为
X = Y1:T,1:V ∈ NT×V 包含了可见神经元的放电序列，右边 H 列为 Z = Y1:T,V+1:N ∈ NT×H 包含了隐
藏神经元的放电数据．对可见神经元和隐藏神经元，放电率都是

ft,n = σ

(
bn +

V∑
n′=1

wn←n′ ·

(
L∑

l=1

xt−l,n′ψl

)
+

N∑
n′=1+V

wn←n′ ·

(
L∑

l=1

zt−l,n′−V ψl

))
. (15)

由于隐藏神经元是观察不到的，POGLM 就成了一个隐变量模型，观测变量为 xt,n，隐变量为 zt,n．模
型参数 θ 就是 {b,W }．POGLM 的图模型画在了图 4(a) 上一．
为了在 POGLM 上做 VI、VIS 或其它方法，一个常用的变分/建议分布 [Rezende and Gerstner,

2014, Kajino, 2021] 是 q(zt,n|x1:t−1,1:V , z1:t−1,1:H) = Poisson(ft,n)，其中 ft,n 也是由公式 15 定义．注意
到当用公式 15 定义变分/建议分布时，{b,W } 就构成了变分/建议分布参数集 ϕ．变分/建议分布的图
模型画在了图 4(a) 下一．

4.3.1 合成数据集

实验设置． 我们随机生成了 10 组 GLM 模型的参数集 θ 用于生成数据，对应了 10 个试次．共有
N = 5 个神经元，其中前 V = 3 个神经元是可见的，剩下 H = 2 个神经元是隐藏的．对每个试次，我
们都模拟 40 个训练序列和 20 个测试序列．每个序列的长度为 T = 100 个时间箱．线性．训练模型的
线性权重和偏置都初始化为 0．我们用 Adam [Kingma and Ba, 2014] 作为优化器，学习率设为 0.01．
每个方法跑 20 轮，每轮有 4 个批，批大小为 10．采样隐藏神经元放电的蒙特卡洛数为 K = 2000．每
个方法我们以不同的随机数种子重复 10 次并报告结果．

结果． 从图 4(b) 的条形图中可以看出，VIS 从所有三个指标（LL、CLL 和 HLL）来看，都表现得
比其他三个方法显著的好．和之前简单的混合模型类似，我们可以检查参数的估计情况，并和用于生成
数据的真实参数作比较．权重平均误差和偏置平均误差是图 4(b) 中最右边两个条形图．VIS 的权重误
差是最小的．对于偏置误差，VBIS 和 VIS 都是最小的，它们两个显著小于 VI 和 CHIVI．
在图 4(c)中，我们还可视化了不同方法的参数恢复情况．对于偏置向量，我们可以看出 VI和 CHIVI

是不如 VBIS 和 VIS 的．比如，神经元 2 的偏置本身是正的，但只有 VIS 恢复出了这一正值．对于
可见到可见的权重（权重部分的左上块），四种方法都可以匹配上真实值．对于隐藏到可见的权重（权
重部分的右上块），VI 和 CHIVI 因为最大化 ELBO 而没有得到足够的梯度，所以那些权重仍然保持
在 0 附近．对于可见到隐藏的权重（权重部分的左下块），VI、CHIVI 和 VBIS 给出的全是看上去随机
的、没什么信息量的估计值，但 VIS 却能够和真实值很好地匹配上．对于隐藏到隐藏的权重（权重部
分的右下块），四种方法都没有给出好结果．隐藏到可见以及隐藏到隐藏这两块的较差结果也反映出了
变分/建议分布族本身的局限性．
图 4(d) 中，我们可视化了学到的不同方法给出的预测放电率 ft,n．图 4(d) 上一、上二展示出，四

种方法中，VIS学到的 p(X,Z; θ)给出的预测放电率最精确到真实的放电率．特别的，由于只有 VIS学
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图 4: (a)：p(X,Z; θ) 和 q(Z|X;ϕ) 的图模型．(b)：测试集上的 LL, CLL, HLL，以及线性映射中的权
重平均误差和偏置平均误差．(c)：第一个试次里，真实的参数以及不同方法估计的参数．对于每个矩
阵，最左侧一列是偏置 b，剩下的右边一大块是权重矩阵 W．权重的左上块是可见到可见的部分，右
上块是隐藏到可见的部分，左下块是可见到隐藏的部分，右下块是隐藏到隐藏的部分．(d)：不同方法
得到的预测放电率．具体来说，给定一个完整的测试放电序列 Y = [X,Z]，我们可以由完整的生成模
型 p(X,Z; θ) 并通过公式 14 为可见神经元（如，神经元 1）和隐藏神经元（如，神经元 4）计算预测
放电率．对于隐藏神经元（如，神经元 4），我们还可以用 q(Z|X;ϕ) 来预测放电率．
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图 5: (a)：不同隐藏神经元个数下，测试段上的边缘对数似然．(b)：不同方法估计出的权重矩阵．(c)：
由不同方法的变分/建议分布随机采样 20 次得到的预测放电率．

到了比较好的可见到隐藏的权重，VI、CHIVI 和 VBIS 预测的放电率显著差于 VIS（图 4(d) 上一、上
二）．这些对应于图 4(b) 中的 CLL 条形图．图 4(d) 下一表明，VIS 学到的建议分布可以采样到和真实
隐藏神经元放电序列更接近的隐藏神经元放电序列，这可以提高学习效果，并得到更好的参数恢复．此
外，图 4(d) 下二、下一中除了 VIS 以外的方法揭示了所谓 q(Z|X; θ) 和 p(Z|X; θ) 在反向 KL 散度上
很接近但二者都离真实后验很远的情况，导致了和 VIS 相比较高的 ELBO 但是较低的边缘对数似然．

4.3.2 视网膜神经节细胞 (Retinal ganglion cell, RGC) 数据集

数据集． 数据集是一只老鼠在进行一项大约 20 min 的视觉实验时，V = 27 个神经元的放电序列记
录 [Pillow and Scott, 2012]．神经元 1-16 是 OFF 细胞，神经元 17-27 是 ON 细胞．

实验设置． 我们用前 2
3
段作为训练集，后 1

3
段作为测试集．原始的放电序列被转换成每 50 ms 时间

箱内的放电数序列．为了采用随机梯度下降算法，我们把完整的序列切成许多小段．每一小段的长度是
100 个时间箱．首先我们先学了一个完全可见的 GLM 作为基线．之后我们假设有 H ∈ {1, 2, 3} 个隐
变量神经元代表，然后用不同的方法学习 POGLM．我们用 Adam [Kingma and Ba, 2014] 作为优化器，
学习率设为 0.01．每个方法训练 10 轮．批大小为 32．蒙特卡洛样本数在 H = 1, 2, 3 下分别是 1000、
2000 和 3000．我们对每个方法以不同的随机数种子重复 10 次并报告结果．

结果． 和完全可见 GLM（图 5(a) 中的短划线）相比，添加隐藏神经元并用 VBIS 或 VIS 学习显著
提升了模型在测试集上预测放电事件的能力．这反映在了图 5(a) 中 VBIS 和 VIS 的高测试边缘对数似
然上．特别的，VIS 总能比其它三个方法打到更高的测试边缘对数似然．
我们还在图 5(b) 中可视化了一个隐藏神经元时四种方法学到的权重矩阵．VIS 学到的那一个隐藏

神经元，隐藏神经元到几乎所有 OFF 细胞的权重都是正的，到所有 ON 细胞的权重都是负的．这意味
着这一隐藏神经元代表表现得如果一个 OFF 细胞．从这一隐藏神经元到其它可见神经元的权重符号清
楚的表达出了这些突出后神经元的细胞类型．其它方法给出的权重矩阵的最后一列都没有这一显著的
区分性．
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由于真实世界数据集中，我们没有真实的隐藏神经元放电序列，我们就从变分/建议分布 q(Z|X;ϕ)

中采样一些隐藏神经元放电序列，并计算用于采样隐藏神经元序列所对应的放电率．图 5(c) 中，我们
画出了 20 次随机采样得到的一个隐藏神经元情况下的隐藏神经元预测放电率．很显然，由于最小化前
向 χ2 散度带来的大规模覆盖/寻均行为，VIS给出的预测放电率提供了更宽有效支撑区间用于采样．这
一变化性提高了学 ln p(X; θ) 的有效性．相比于 VIS，VI 和 VBIS 学到的变分/建议分布是非常受限、
集中的，使得采隐藏神经元放电序列时变化性较小．由于 CHIVI 同时最小化前向 χ2 和反向 KL 散度，
其变分/建议分布的变化性适中．

5 讨论
本篇文章中，我们介绍了变分重要性采样 (variational importance sampling, VIS) 这样一个新的基

于前向 χ2 散度的隐变量模型参数学习方法．和变分推断 (variational inference, VI) 这种最大化证据下
界的方法不同，VIS 直接估计并最大化边缘对数似然来学习模型参数．我们的分析表明，估计的边缘对
数似然的质量在足够多的蒙特卡洛样本和一个最优的由最小化前向 χ2 散度量化的建议分布下就可以
得到保证．这强调了选择建议分布时的统计意义．三个不同模型上的实验结果证明了 VIS 在得到更高
边缘对数似然和更好模型参数估计上的能力．这强调了 VIS 是解决复杂隐变量模型的有力工具．然而
需要注意的是，这种重要性采样的建议分布的选择只是统计意义上的最优，其在特定应用场景下的实际
意义可能需要进一步的研究和验证．
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附录 A

A.1 变分推断中的梯度估计
ELBO(x; θ, ϕ) 关于 θ 的导数估计为

∂ ELBO(x; θ, ϕ)

∂θ
=

∫
∂ ln p(x, z; θ)

∂θ
q(z|x;ϕ) dz

≈ 1

K

K∑
k=1

∂ ln p
(
x, z(k); θ

)
∂θ

=
∂

∂θ

1

K

K∑
k=1

ln p
(
x, z(k); θ

)
.

(16)

对于 ELBO(x; θ, ϕ) 关于 ϕ 在 ϕ0 处的导数，得分函数梯度估计为
∂ ELBO(x; θ, ϕ)

∂ϕ
=

∫
[ln p(x, z; θ)− ln q(z|x;ϕ0)]

∂q(z|x;ϕ)
∂ϕ

− q(z|x;ϕ0)
∂ ln q(z|x;ϕ)

∂ϕ
dz

=

∫
[ln p(x, z; θ)− ln q(z|x;ϕ0)] q(z|x;ϕ0)

∂ ln q(z|x;ϕ)
∂ϕ

dz

− ∂

∂ϕ

∫
q(z|x;ϕ) dz

≈ 1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
x, z(k); θ

)
− ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ0

)] ∂ ln q
(
z(k)

∣∣x;ϕ)
∂ϕ

− 0

=
∂

∂ϕ

−1

2K

K∑
k=1

[
ln p

(
x, z(k); θ

)
− ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]2 .

(17)

当重参数化技巧可以使用时，z|x;ϕ = g(ϵ|x;ϕ)，其中 ϵ ∼ r(ϵ)，那么

q(z|x;ϕ) dz = r(ϵ) dϵ. (18)

现在，就可以得出路径梯度估计，
∂ ELBO(x; θ, ϕ)

∂ϕ
=
∂

∂ϕ

∫
q(z|x;ϕ) [ln p(x, z; θ)− ln q(z|x;ϕ)] dz

=
∂

∂ϕ

∫
r(ϵ) [ln p(x, g(ϵ|x;ϕ))− ln q(g(z|x;ϕ)|x;ϕ)] dϵ

≈ ∂

∂ϕ

1

K

K∑
k=1

[
ln p

(
x, g

(
ϵ(k)
∣∣x;ϕ) ; θ)− ln q

(
g
(
ϵ(k)
∣∣x;ϕ)∣∣x;ϕ)] .

(19)
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A.2 重要性采样的梯度估计
ln p(x; θ) 关于 θ 在 θ0 处的导数估计为

∂ ln p(x; θ)
∂θ

=
1

p(x; θ0)

∫
∂p(x, z; θ)

∂θ
dz

=
1

p(x; θ0)

∫
p(x, z; θ0)

∂ ln p(x, z; θ)
∂θ

dz

≈ 1

p̂(x; θ0, ϕ)

1

K

K∑
k=1

p
(
x, z(k); θ0

)
q (z(k)|x;ϕ0)

∂ ln p
(
x, z(k); θ

)
∂θ

=
1

p̂(x; θ0, ϕ)

∂

∂θ

1

K

K∑
k=1

exp
[
ln p

(
x, z(k); θ

)
− ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]
=

1

p̂(x; θ0, ϕ)

∂p̂(x; θ, ϕ)

∂θ
=
∂ ln p̂(x; θ)

∂θ
.

(20)

由于 p̂(x; θ0) 出现在分母，∂ ln p̂(x;θ,ϕ)
∂ϕ

是 ∂ ln p(x;θ)
∂ϕ

的一个模长偏大的估计．但是 ∂ ln p̂(x;θ,ϕ)
∂ϕ

的方向是无
偏的：

Eq

[
∂p̂(x; θ, ϕ)

∂θ

]
=Eq

[
1

K

K∑
k=1

1

q (z(k)|x;ϕ)
∂p
(
x, z(k); θ

)
∂θ

]

=Eq

[
1

q(z|x;ϕ)
∂p(x, z; θ)

∂θ

]
=

∫
∂p(x, z; θ)

∂θ
dz

=
∂

∂θ

∫
p(x, z; θ) dz =

∂p(x; θ)

∂θ
.

(21)

A.3 VIS 中更新建议分布的梯度估计
本节中，我们推导用于最小化前向 χ2 散度的得分函数梯度估计和路径梯度估计，这也等价于最小

化公式 11 中的 lnV (x; θ, ϕ)．
首先我们推导公式 11．

lnV (x; θ, ϕ) ≈ ln 1

K

K∑
k=1

p
(
x, z(k); θ

)2
q (z(k)|x;ϕ)2

= logsumexp
[
2 ln p

(
x, z(k); θ

)
− 2 ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]− lnK

=: ln V̂ (x; θ, ϕ).

(22)
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公式 11 中 lnV (x; θ, ϕ) 的得分函数梯度估计为
∂ lnV (x; θ, ϕ)

∂ϕ
=

1

V (x; θ, ϕ0)

∫
p(x, z; θ)2

∂

∂ϕ

1

q(z|x;ϕ)
dz

=
1

V (x; θ, ϕ0)

∫
−p(x, z; θ)

2

q(z|x;ϕ0)

∂

∂ϕ
ln q(z|x;ϕ) dz

≈ 1

V̂ (x; θ, ϕ0)

1

K

K∑
k=1

−
p
(
x, z(k); θ

)2
q (z(k)|x;ϕ0)

2

∂ ln q
(
z(k)

∣∣x;ϕ)
∂ϕ

=
1

V̂ (x; θ, ϕ0)

1

K

K∑
k=1

1

2

∂

∂ϕ
exp

[
2 ln p

(
x, z(k); θ

)
− 2 ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]
=
∂

∂ϕ

1

2
ln V̂ (x; θ, ϕ).

(23)

当重参数化技巧可以使用时，z|x;ϕ = g(ϵ|x;ϕ)，其中 ϵ ∼ r(ϵ)，那么就有变换 q(z|x;ϕ) dz = r(ϵ) dϵ
[Schulman et al., 2015]．那么，

∂ lnV (x; θ, ϕ)

∂ϕ
=

1

V (x; θ, ϕ0)

∂

∂ϕ

∫
q(z|x;ϕ)p(x, z; θ)

2

q(z|x;ϕ)2
dz

=
1

V (x; θ, ϕ0)

∂

∂ϕ

∫
r(ϵ)

p(x, z; θ)2

q(z|x;ϕ)2
dϵ

≈ 1

V (x; θ, ϕ)

∂

∂ϕ

1

K

K∑
k=1

exp
[
2 ln p

(
x, z(k); θ

)
− 2 ln q

(
z(k)

∣∣x;ϕ)]
=
∂

∂ϕ
ln V̂ (x; θ, ϕ).

(24)
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A.4 MNIST 数据集的隐变量流形
下图是不同方法学到的 MNIST 数据集的隐变量流形．

manifold learned by VI

manifold learned by VBIS

manifold learned by IWAE

manifold learned by CHIVI

manifold learned by VIS

图 6: 不同方法学到的 MNIST 数据集的隐变量流形．
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A.5 公式 11 的不同梯度估计
考虑到很多之前的很多工作 [Pradier et al., 2019, Finke and Thiery, 2019, Geffner and Domke,

2020, Yao et al., 2018] 已经发现最小化 χ2 散度存在数值问题，我们再在简单的混合模型（4.1 节）上
跑 VIS 方法，并用 {得分函数、路径} 梯度估计在 {对数、原} 空间中最小化前向 χ2 散度．图 7 的结
果表明，得分函数梯度估计在最小化前向 χ2 散度上比路径梯度估计更好．此外，在对数空间中估计是
非常重要的，以保证得分函数梯度估计的数值稳定性．

Posterior score log Posterior score original

Posterior pathwise log Posterior pathwise original

score
log

score
orig

path
log

path
orig

(a) (b)

(c)

图 7: (a)：测试集上的 LL、CLL 以及 HLL．(b)：不同梯度估计学到的参数集 θ 的收敛曲线．短划线
是用于生成数据的真实参数，实线是学到的参数．(c)：不同方法下，在 x = 0 和 x = 1 处的后验分布．
短划线是真实后验 p(z|x; θtrue)，实线是学到的后验 p(z|x; θ)，点虚线是学到的变分/建议分布给出的近
似后验 q(z|x;ϕ)．
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A.6 不同方法的运行时间
图 8 展示了 POGLM 的合成数据集（4.3 节）上，不同方法测试集上的 LL 以及对应的运行时间

关于蒙特卡洛样本数 K 的关系曲线．一般来说，运行时间和蒙特卡洛数之间呈线性关系．所有的方法
都会随着蒙特卡洛样本数的增加而变好，而 VIS 总是一致得比其它方法好，尤其是在 K 很大的时候．
当 K 比较小的时候，所有的方法都不行，因为 POGLM 问题本身很复杂、困难．这意味着对于复杂
的图模型和较高维度的隐变量空间，我们的确需要足够多的样本以确保这些基于采样的方法是有效的．
因此，蒙特卡洛数与方法的选择无关，而是需要契合模型/问题本身的复杂度．
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图 8: 在 POGLM 的合成数据集（4.3 节）上，不同方法测试集上的 LL 以及对应的运行时间关于蒙特
卡洛样本数 K 的关系曲线．
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A.7 前向 KL 散度
[Jerfel et al., 2021] 注意到了反向 KL 散度的缺点，所以他们考虑用前向 KL 散度作为更新建议分

布的目标函数．然而，根据 [Sason and Verdú, 2016] 和 [Nishiyama and Sason, 2020]，KL(p∥q) 可以被
χ2(p∥q) 定界：

KL(p∥q) ⩽ ln
(
1 + χ2(p∥q)

)
⩽ χ2(p∥q), (25)

但反之则不行．因此，最小化前向 KL 散度可能无法得到最优的建议分布，因为最优的建议分布是最小
化前向 χ2 散度得到的．为了实证这一点，我们再次在简单的混合模型（4.1 节）上比较最小化前向 χ2

散度 (VIS) 和最小化前向 KL 散度 (forward KL)．结果在图 9 中．
(a) (b)

(c)
VIS forward KL

forward KLVIS

forw
ard KL

图 9: (a)：测试集上的 LL、CLL 以及 HLL．(b)：VIS 和用 forward KL 学到的参数集 θ 的收敛曲线．
短划线是用于生成数据的真实参数，实线是学到的参数．(c)：不同方法下，在 x = 0 和 x = 1 处的后
验分布．短划线是真实后验 p(z|x; θtrue)，实线是学到的后验 p(z|x; θ)，点虚线是学到的变分/建议分布
给出的近似后验 q(z|x;ϕ)．
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A.8 相关工作和贡献表
这里，我们旨在提供一个简练的相关工作和贡献总结．

表 1: 贡献．
贡献 先前文献
启发自 IS 的有效性 [3] [5] [6] [7]
旨在学 θ [1] [3] [4] [5] [6] [7]
对 q 分布族没有限制 [1] [2] [3]
不用替代散度而是直接优化前向 χ2 散度 [2] [3] [5] [7]
启发自 IS 在对数空间中的偏差
对数空间中数值稳定的梯度估计
广泛地实验于没有分解 p(x, z; θ) = p(x|z; θ)p(z; θ) 的情况
可视化推断的隐变量以及参数集 θ 的恢复

• 启发自 IS 在对数空间中的偏差：我们从比较 ln p̂(x; θ, ϕ) 和 ÊLBO(x; θ, ϕ) 的偏差开始，分析为
什么要做 IS 以及做 IS 的最优方式．而且最小化前向 χ2 散度的结论刚好与提高 IS 估计有效性是重合
的（图 1）．
• 对数空间中数值稳定的梯度估计：之前的工作已经推导了最小化 χ2 散度的梯度估计，但是是在原
空间中而不是在对数空间中．这就导致了数值不稳定问题和无法适配高维空间的问题．我们论证了在对
数空间中得到其数值稳定、形式简洁的梯度估计的关键性，尤其是对得分函数梯度估计（图 7）．
• 广泛地实验于没有分解 p(x, z; θ) = p(x|z; θ)p(z; θ) 的情况：绝大多数之前的工作都只在有显示
分解 p(x, z; θ) = p(x|z; θ)p(z; θ) 的生成模型上进行实验，不像 POGLM．然而，当这种显式分解不
存在时，亦或是生成模型的后验分布 p(z|x; θ) 和近似后验分布 q(z|x;ϕ) 不是高斯时，ELBO 表示成
ELBO(x; θ, ϕ) = Eq[ln p(x|z; θ)] − KL(q(z|x;ϕ)∥p(z; θ)) 就没有意义了，从而 ELBO 失去了其很多优
势．因此，我们确实需要很多不同形式的图模型来理解不同方法的表现．
• 可视化推断的隐变量以及参数集 θ 的恢复：尽管本文中的理论内容已经展示了 VIS 的优势，我们
仍然需要借助可视化来帮助我们直观的理解 VIS 比其它方法好的方式和缘由．
[1] Burda et al. [2015]
[2] Dieng et al. [2017]
[3] Finke and Thiery [2019]
[4] Jerfel et al. [2021]
[5] Domke and Sheldon [2018]
[6] Su and Chen [2021]
[7] Akyildiz and Míguez [2021]
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