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摘要
目前最先进的降维方法严重依赖于复杂的优化过程．另一方面，仅通过特征分解的解析解（闭式解）往

往没有充分的复杂性与非线性．本文我们提出了一个新的基于样本协方差矩阵的特征分解的非线性降维方
法—逆核分解 (Inverse Kernel Decomposition, IKD)．这个方法是启发自高斯过程隐变量模型 (Gaussian
process latent variable models, GPLVM) 的，并且比传统的 GPLVMs 性能更好．为了处理噪声很大且相
关性很弱的情形，我们提出了两种方案—分块解和测地解—来利用局部相关的数据点以得到更好的且数值
稳定的隐变量估计．我们用合成数据集和四个真实世界数据集来展示，IKD 比其它基于特征分解的降维方
法更好，并且能以更快的速度达到与基于优化的降维方法相当的效果．Python 实现的 IKD 开源在 https:
//github.com/JerrySoybean/ikd．

1 引言
降维问题在机器学习领域已经研究了很多年了，广泛地应用在隐变量估计 [Wu et al., 2017, 2018]、

去噪 [Sheybani and Javidi, 2009]、聚类分析 [Bakrania et al., 2020]、数据可视化 [Van der Maaten and
Hinton, 2008a] 等等．最常用的是主成分分析 (PCA)，一个线性降维方法．它好用是因为只需要做一步
特征分解．然而它的线性假设太简单，限制了适用性，尤其是高度非线性的情形．另一方面，像自编码
器 [Kramer, 1991]、变分自编码器 (VAE) [Kingma and Welling, 2013]、t-SNE [Van der Maaten and
Hinton, 2008b]、UMAP [McInnes et al., 2020] 以及高斯过程隐变量模型 (GPLVMs) [Lawrence, 2003,
2005] 这些分线性降维方法能在发现极优低维隐变量上达到非常好的效果，使得之后的分析效果非常好
（比如，可视化、预测、分类）．然而，这些非线性方法涉及到复杂的优化，非常浪费时间且容易陷入局
部最优，并且对初始条件非常敏感．本文我们提出一种新的非线性的基于特征分解的降维方法，用以寻
找复杂非线性且具有解析解的低维隐变量．
提出的方法称为逆核分解 (Inversed Kernel Decomposition, IKD)，启发自 GPLVMs．GPLVMs 是

一个用于降维的概率生成模型．其使用高斯过程 (GPs)来找高维数据在低维的非线性嵌入．GPLVM及
其众多变种在很多领域都有涉猎 [Bui and Turner, 2015, Wang et al., 2005, 2008, Urtasun et al., 2006,
Wu et al., 2017] 并且被认为是强有力的非线性降维方法和隐变量模型．然而，由于其中的 GP 成分，
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GPLVMs 是高度非线性、非凸的，这就导致优化时有比较现实的困难．而 IKD 通过推导 GPLVMs 中
核函数的关系，能够用特征分解的方法解决 GPLVM 问题．相比于传统的基于优化的 GPLVM 求解方
法，IKD 可以可以在更短时间内得到稳定的隐变量估计（见 Sec. 3.1.1）．
在实验部分，我们将 IKD 和四个基于特征分解的降维方法和四个基于优化的降维方法在一个合成

数据集和四个真实世界数据集上进行比较．我们将 IKD 的贡献总结成如下四点：
• 作为一个基于特征分解的方法，IKD 相较于其它基于特征分解的方法，可以得到更合理的特征表示．
在之后的分类任务中可以取得更好的分类准确率．IKD 的运行时间则和其它基于特征分解的方法差不
多．
• IKD 可以用更短的时间，给出和最先进的基于优化的方法相当结果．
• IKD 能够在仿射变换下保证最优解的稳定性和唯一性．相比之下，基于特征分解的方法无法保证最
优解的唯一性，并且由于非线性优化过程，得到的解可能数值上不稳定．因此 IKD 有时可以得到比基
于优化的方法（比如 GPLVM 和 VAE）更好的隐变量表示和分类效果．
•当观测维度较大时（即观测变量是很高维的），很多方法有明显的缺陷．比如，t-SNE、UMAP和 VAE
可能会遇到维度灾难．高的维度不仅导致更长的运行时间，还影响了降维效果．相比之下，随着维度升
高，IKD 总能得取得更优的效果，这表明了它在高维问题上的绝对优越性．
注意我们不是在声称 IKD 比其它先进的降维方法更优．我们提出的基于特征分解的 IKD，(1) 可

以在同样的时间内在合成数据和真实世界应用上取得比其它基于特征分解更好的结果，(2) 能够以更快
的速度达到和基于优化的方法相当的效果．

1.1 相关工作
作为 GPLVM的基于特征分解的求解器，IKD从数据生成过程开始分析，而非观测数据．尽管 IKD

利用了特征分解和核函数，它也和其它基于特征分解的方法不同．比如 GPLVM 用核函数来形成从嵌
入的隐变量空间到数据空间的映射，这与核-PCA [Schölkopf et al., 1997] 中的核的用法是相反的．另一
个相似的方法是 Isomap [Tenenbaum et al., 2000]．Isomap 是一个推广的多维标度 (multidimensional
scaling, MDS) [Borg and Groenen, 2005] 方法．从 2.2 节推导出的 IKD 算法的骨架形式上来看，IKD
将数据的协方差对作为目标相似矩阵，而 Isomap 将数据的广义距离对作为目标相似矩阵．然而，IKD
和 Isomap 最初的动机是不同的．Isomap 欲将数据放在一个低维空间中，同时尽可能使得距离对在高
维空间和低维空间中是同比例的．而 IKD 用特征分解的方法求解由 GPLVM 生成的数据．在第 2 节
中，我们会先介绍生成模型 GPLVM，然而把这个问题一步步转化成一个特征分解问题，最后对其求解．

2 方法
2.1 高斯过程隐变量模型
生成模型． 令 X ∈ RT×N 为观测数据，其中 T 为观测量（样本个数），N 为每个观测数据向量的
维度．令 Z ∈ RT×M 表示对应的隐变量，其中 M 是隐变量的维度．通常来说，我们认为隐变量空间
相比原始观测变量空间是低维的，也就是 M < N．X 的每个维度记为 X:,n ∈ RT , ∀n ∈ {1, . . . , N}．
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GPLVM 定义了一个映射函数，将隐变量映射到观测变量，而这个过程是有高斯过程 (GP) 先验的．因
此，给定观测个数，我们有

X:,n
i.i.d∼ N (0,K), ∀n ∈ {1, 2, ..., N}. (1)

其中 K 是个 T × T 的协方差矩阵，由 GP 的核函数 k 计算 Z 的两两行对得到，即 ki,j = k(zi, zj) 其
中 zi 和 zj 是 Z 的第 i 行和第 j 行．

问题设定． GPLVM 的目标是从观测变量 X 估计未知的用于生成协方差矩阵 K 的隐变量 Z．注意
我们在推导 IKD 时只考虑无噪声的 GP，但 IKD 实际可以处理有噪声的观测变量．

2.2 逆核分解
本节中，我们推导这个新的非线性分解方法，逆核分解 (IKD)，启发自 GPLVM．之间的工作已经

通过最大化对数似然，一步从 X 求解出 Z 的．而 IKD 把求解分解成两部：(1) 从 X 估计 Z，然后
(2) 从估计的协方差矩阵 K 估计隐变量 Z．第一步可以通过 K 的无偏估计得到，也就是样本协方差
矩阵 S := 1

N−1

(
X − X̄1T) (X − X̄1T)T ≈ 1

N−1
XXT，其中 X̄ = 1

N

∑N
n=1 X:,n 理应为 0，因为 X:,n

是来自零均值高斯（公式 1）的独立同分布样本．
因此，我们这里着重看第二步如何用 S 估计出 Z．下面我们先用最常用的平稳核，也就是平方指

数 (squared exponential, SE) 核来推导．在 2.3 节中我们会说明 IKD 适用于众多平稳核上．
SE核的定义是 k(zi, zj) = σ2 exp

(
−∥zi−zj∥2

2l2

)
，其中 σ2 是边缘方差 (marginal variance)，l 是长度

刻度 (length-scale)．注意到 σ2 = k(zi, zi) = ki,i, ∀i ∈ {1, · · · , T}．令 f 为将放缩后的隐变量对 (zi, zj)

的平方距离 di,j :=
∥zi−zj∥2

l2
映射到协方差 ki,j 的标量函数，即 ki,j = f(di,j) = σ2 exp

(
−di,j

2

)
．先假设

我们知道真实的 K．因为 f(·) 是严格单调的，所以我们可以得到 di,j = f−1(ki,j) = −2 ln
(

ki,j

σ2

)
．把

di,j 的矩阵形式表示为 D = (di,j)T×T，就有

D =
1

l2


0 (z1 − z2)

T(z1 − z2) · · · (z1 − zT )
T(z1 − zT )

(z2 − z1)
T(z2 − z1) 0 · · · (z2 − zT )

T(z2 − zT )
...

... . . . ...
(zT − z1)

T(zT − z1) (zT − z2)
T(zT − z2) · · · 0


=f−1(K) =

[
f−1(ki,j)

]
T×T

,

(2)

其中 f−1 把 K 逐元素的映射到 D．定义 z̃ = z−z1

l
，同时有 z̃1 = 0．则

di,j =
1

l2
(zi − zj)

T(zi − zj) =
1

l2
[(zi − z1)− (zj − z1)]

T
[(zi − z1)− (zj − z1)]

=(z̃i − z̃j)
T(z̃i − z̃j) = z̃T

i z̃i + z̃T
j z̃j − 2z̃T

i z̃j .

(3)

因为 z̃1 = 0，所以有 d1,j = z̃T
1 z̃1 + z̃T

j z̃j − 2z̃T
1 z̃j =⇒ z̃T

j z̃j = d1,j , ∀j ∈ {1, ..., T}．因此，就
得到了表达式 z̃T

i z̃j 的表达式 z̃T
i z̃j = 1

2
(di,1 + d1,j − di,j)．注意到这里我们有对称性 d1,i = di,1．记
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Z̃ = [z̃1, z̃2, · · · , z̃T ]
T = [0, z̃2, · · · , z̃T ]

T ∈ RT×M，就可以写出 Z̃Z̃T =
(
z̃T
i z̃j

)
T×T

的矩阵形式

Z̃Z̃T =



0 0 · · · 0

0 d2,1 · · · 1
2
(d2,1 + d1,T − d2,T )

0 1
2
(d3,1 + d1,2 − d3,2) · · · 1

2
(d3,1 + d1,T − d3,T )

...
... . . . ...

0 1
2
(dT,1 + d1,2 − dT,2) · · · dT,1


=: g(D) = g(f−1(K)), (4)

这是一个秩为 M 的对称半正定矩阵，因为 M < T．g 是将 D 映射到 Z̃Z̃T 的函数．那么，公式 4 就
有唯一的规约的矩阵分解

g(f−1(K)) = UΛUT =
(√

λ1U:,1, . . . ,
√
λMU:,M

)(√
λ1U:,1, . . . ,

√
λMU:,M

)T
=: ŨŨT, (5)

其中 U:,m = [0, u2,m, u3,m, . . . , uT,m]T ∈ RT 是 U ∈ RT×M 的第 mth 列，Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λM )

（λ1 > λ2 > · · · > λM > λM+1 = · · · = λT = 0）．而由于 Z̃ 的唯一规约的奇异值分解为

Z̃ = UΛ
1
2V T = ŨV T =⇒ zt = lV ŨT

t,: + z1, ∀t ∈ {1, . . . , T}, (6)

其中 z1 为参考平移量，长度刻度 l 是放缩因子，V 是用于旋转和翻转的正交矩阵．由于 Z 和 Ũ 张成
同样的列空间，满足

k(zi, zj) =σ2 exp
(
−∥zi − zj∥2

2l2

)
= σ2 exp

(
−
∥lV ŨT

i,: − lV ŨT
j,:∥2

2l2

)

=σ2 exp
(
−∥Ũi,: − Ũj,:∥2

2

)
= kl=1

(
Ũi,:, Ũj,:

)
,

(7)

Ũ 包含了 Z 所有的低维信息．因此我们可以把 Ũ 视为 Z 的一个估计．公式 5 和公式 6 总结了从 GP
核协方差矩阵到隐变量的这一逆关系．
目前为止，我们已经能在给定真正的由 Z 生成的 GP 协方差核 K（公式 7）的情况下，找到精准

估计 Ũ 了．而实际情况下，我们只有样本协方差估计量 S，那么 g(f−1(S)) 既不是秩为 M，也不保证
半正定．因此我们需要找它的最优秩为 M 的半正定近似，即

minimize
Ũ∈RT×M

∥∥∥g(f−1(S))− ŨŨT
∥∥∥ . (8)

Dax et al. [2014] 表明
Ũ =

(√
λ1U:,1, . . . ,

√
λMU:,M

)
(9)

在任意酉不变矩阵范数下为最优估计，其中 λ1, . . . , λM 是 g(f−1(S)) 的前 M 个最大的正特征值，
U:,1, . . . ,U:,M 为对应的特征向量．通过目标损失函数公式 8 估计的隐变量的优度可以通过解释方差
比（解释变异比, explained variance ratio）

∑M
t=1 λ2

t∑T
t=1 λ2

t
来量化．我们把 IKD 算法总结在算法 1 中．
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Algorithm 1 Inverse kernel decomposition
1: function ikd(X ∈ RT×N , f)
2: S ← 1

N−1

(
X − X̄1T) (X − X̄1T)T

▷ S 作为协方差矩阵 K 的估计
3: σ2 ← 1

T

∑T
i=1 si,i ▷ 通过 S 的对角的某种统计量来估计 σ2

4: D̂ = (d̂i,j)T×T ← f−1(S) ▷ D̂ 作为 D 的估计（公式 2）
5: U ,Λ← 对 g(D̂) 做特征分解 ▷ 公式 5
6: 用 U 和 Λ 形成最优隐变量解 Ũ ▷ 公式 5
7: return Ũ

8: end function

表 1: 适用于 IKD 的平稳核．
kernel f f−1

squared exponential f(d) = σ2 exp
(
−d

2

)
f−1(k) = −2 ln

(
k
σ2

)
rational quadratic f(d) = σ2

(
1 + d

2α

)−α
f−1(k) = 2α

[(
k
σ2

)− 1
α − 1

]
γ-exponential f(d) = σ2 exp

(
−d γ

2

)
f−1(k) =

(
− ln k

σ2

) 2
γ

Matérn f(d) = σ2 21−ν

Γ(ν)

(√
2ν
√
d
)ν

Kν

(√
2ν
√
d
) 没解析解但可以

用求根算法求解

2.3 推广到带有平稳核的 IKD

除了 SE 核，IKD 还可以用于接大多数常用的平稳核，只要核函数 f 可逆（也就是 f 在 [0,∞) 上
要严格单调），就可以为 d = f−1(k) 找到唯一的非负解．我们把这些核总结在表 1 中．
对于 SE 核，我们可以将其推广到 ARD 核 k(zi, zj) = σ2 exp

(
− 1

2

∑M
m=1

1
l2m
(zi,m − zj,m)2

)
和高斯

核 k(zi, zj) = σ2 exp
(
− 1

2
(zi − zj)

TL−1(zi − zj)
)，其中需要一个额外的仿射变换 L

1
2 而非简单的一个

放缩常数 l．
对于由 ν 参数化的 Matérn 核，其本质是一个第二类修正贝塞尔函数 (modified Bessel function of

the second kind)．尽管得到 Matérn 核 f−1(·) 的解析解比较困难，但解 f−1(·) 总是存在的，因为 f(·)
在 [0,∞) 上是严格单调递减的，对所有 ν > 0 恒成立．注意到对于常用的 ν = p+ 1

2
, p ∈ N，f ′(·) 很

好算．比如，当 ν = 3
2
, f(d) = σ2

(
1 +

√
3d
l

)
exp

(
−

√
3d
l

)
，那么 f ′(d) = − 3dσ2

l2
exp

(
−

√
3d
l

)
．在这些情

况下，高阶求根算法（如，牛顿法）可以用于求解 d = f−1(k)．
IKD 的直观做法是在找非线性映射，使得在高维上强相关的点 xi,xj 在低维隐变量空间中也相近．

这很好的由平稳核的形状表现出来，也就在 d = 0 处单调递减，然后当 d → ∞ 的过程中专拣边平缓，
收敛到 0．鉴于这些平稳核形状都差不多，不同核估计出的隐变量也相似（见真实世界实验的最后一自
然段，3.2 节）．由于这些核都是可你的，我们可以得到两个不同的核 f1 和 f2 得到的两个隐变量 Ũ (1)

和 Ũ (2) 的精准关系．记 D̃(1) =
[
(Ũ

(1)
i,: − Ũ

(1)
j,: )

T(Ũ
(1)
i,: − Ũ

(1)
j,: )
]
T×T
．D̃(2) 类似，那么

f1

(
D̃(1)

)
= S = f2

(
D̃(2)

)
. (10)
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所以从 D̃(1) 到 D̃(2) 的变换是一个微分同胚（映射）f−1
2 f1．

2.4 IKD 的误差分析
IKD 在 g(f−1(S)) 上做特征分解（公式 5），这个用到了 K 的经验估计，也就是样本协方差 S．实

际情况下，样本协方差 S 中的值 si,j 可能因为数据本身的噪声以及不足的观测维度N 含有非常大的噪
声．可能还有非正的或非常接近零的正值，导致没办法精准计算 d̂i,j = f−1(si,j)．非正的 si,j 落入了 f−1

的输入范围，也就是 (0, σ2]．而对接近零的正值 si,j，估计值 d̂i,j = f−1(si,j) 和真实值 di,j = f−1(ki,j)

之间的误差就会非常大，而且对 si,j 很敏感．可以用 f−1 在 si,j 处的泰勒展开对 SE 核简单的误差分
析：

di,j =f−1(ki,j) = −2 ln si,j + (ki,j − si,j)

σ2
= −2 ln si,j

σ2
− 2

ki,j − si,j
si,j

+O((ki,j − si,j)
2)

=f−1(si,j) +
O(ki,j − si,j)

si,j
= d̂i,j +

O(ki,j − si,j)

si,j
.

(11)

定义估计误差为 |di,j − d̂i,j | = O(|ki,j−si,j |)
si,j

．对于较大的 si,j，误差比较小；但对于较小的 si,j，误差就
对协方差误差 |ki,j − si,j | 很敏感．为了解决这个问题，有两种办法：

分块解． 首先先用 s0 作为阈值，滤掉太差的 si,j，得到了一个阈值化的协方差矩阵 S̃ =

(si,j · 1[si,j > s0])T×T．S̃ 由于很多零的存在可能不是个全连通图．没法直接将 IKD 用在 S̃ 上估计
隐变量．所以我们可以用像 Bron–Kerbosch [Bron and Kerbosch, 1973] 这样的算法，找 S̃ 中的极大团．
之后每个团都是 S̃ 的一个全连通子图（块），可以用 IKD 做特征分解．得到每个团的隐变量后，再利
用每对团之间共享的点，把这些估计的隐变量拼起来．只要两个团之间共享的隐变量个数大于 M，就
能找到唯一最优的刚性（刚体）变换 (rigid transformation) 把两个团正确地匹配起来．
下面我们把分块解中合并团的过程阐述清楚．首先，Bron-Kerbosch 算法给出了一个团的集合

{C1, C2, . . . , CL}，满足
⋃L

i=1 Ci = {zt}Tt=1．首先从共享最多个点的两个团 arg maxCi,Cj
|Ci ∩ Cj | 开

始．比如，有 Ci = {z1, z2, z3, z4} 和 C2 = {z2, z3, z4, z5}（图 1）．他们共享的点是 {z2, z3, z4}．由于
隐变量在 RM = R2 中，而 |Ci ∩Cj | = 3 ⩾ M +1，我们就能通过 SVD 找到唯一的反转 + 旋转 + 平移
变换将团 C2 中的 {z2, z3, z4} 对齐到团 C1 中的 {z2, z3, z4}．若是它们之间共享的点少于 M + 1，对
齐的方式就有多种．类似的，在 RM 中，唯一的最优对齐变换需要至少 M + 1 个共享点．一旦两个团
合并上了，我们就把 Ci, Cj 从原始集中去掉，把合并后的 Ci ∩Cj 放回来．不断重复这些合并过程，直
至最大的团包含所有点，就得到了最终的隐变量．

图 1: A clique pair example that shares three points {z2, z3, z4}.
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尽管用 Bron-Kerbosch 算法找极大团的复杂度为 O(3T )，只要现有团的并能构成整个数据集，算
法就可以停止．换句话说，我们最多需要 T 个极大团，所以找团的时间可以由 O(T 2) 界定．之后为前
T 个解前 M 个特征的特征分解算法需要画 O(T × (MT 2))．因此，整个过程的复杂度可以被 O(MT 3)

界定．

测地解． 由于 si,j < s0 的值会严重影响特征分解，我们可以把那些值小于 s0 的 si,j 换成测地协方
差 si,j ← max(t1,t2,...,t′) si,t1 · st1,t2 · · · st′,j，其中 i → t1 → · · · → t′ → j 是从 i 到 j 的测地路径，用
Dijkstra [Dijkstra et al., 1959] 算法就可以找到．这个方法的复杂度由 Dijkstra 算法的复杂度界定，即
O(T 2 log(T ))．由于测地方法的复杂度在 T 较大（在实验中大于 1000 时）时小于分块方法的复杂度，
我们就选测地方法．实验部分也会比较两种解．

2.5 参考点的选择
在公式 3 中，我们选了 z1 作为参考点计算 di,j．但是参考点其实可以是 {zt}Tt=1 中的任意一个点．

如果从 r ∈ {1, ..., T} 中任选一个 zr 作为参考点，那么和公式 4 类似，g(D) 的第 r 行和第 r 列都为 0，
起源元素为 g(D)i,j = 1

2
(di,r + dr,j − di,j) ̸= 0, ∀i ̸= r, j ̸= r．注意到每一个 g(D)i,j 都含有 {dr,i}Ti=1

中的点．所以 {dr,i}Ti=1 的质量对隐变量估计很重要．基于公式 11 的分析，我们在实际中需要选一个
好的参考 r 使得 {d̂r,i}Ti=1 相对较小（即，{sr,i}Ti=1 较大，这就意味着第 r 个数据点和其它点都很相关．
注意到 MDS [Kruskal and Wish, 1978] 也是解类似的特征分解问题，也就是从距离矩阵 D 中找坐标
Z．它用的是中心化的方法，相当于用所有隐变量的平均 1

T

∑T
t=1 zt 作为参考点．我们则是选最好的参

考点，这样可以尽可能减小公式 11 中的估计误差，从而目标函数 8 可以被尽可能地最小化．数学语言
表述就是，选 r，满足 ∥d̂r∥∞ ⩽ ∥d̂i∥∞, ∀i ∈ {1, 2, ..., T}，其中 d̂i 是 D̂ = (d̂i,j)T×T 的第 ri 行，即
r = arg mini ∥d̂i∥∞ = arg mini

{
maxj{d̂i,j}

}
．

3 实验
本节中，我们用最常用的 SE 核作为默认核求解 IKD．实验包括三个合成数据集（知道真实的隐变

量）和四个真实世界数据集．
用于比较的基线方法:

• PCA：主成分分析．最常用的线性降维方法．
• KPCA：核 PCA．我们尝试了不同的核，包括多项式、SE、sigmoid 和 cosine，然后用最好的那个．
• LE [Belkin and Niyogi, 2003]：拉普拉斯特征图，对近似矩阵的图拉普拉斯做谱分解．
• Isomap [Tenenbaum et al., 2000]：MDS 下的等距特征映射，用的是测地距离．我们用 sklearn 的
默认（五个近邻）设置构建距离矩阵．
• t-SNE [Van der Maaten and Hinton, 2008b]：t 分布随机近邻嵌入．我们用 sklearn 的默认超参数
设置拟合模型．
• UMAP [McInnes et al., 2020]：Uniform Manifold Approximation and Projection．我们用 UMAP
的官方实现 [McInnes et al., 2018] 及其默认超参数拟合模型．
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(a) (b) (c)

(d) (e)

(f)

(g) (h)
(i)

图 2: GP、正弦和高斯隆起的 R2 值 (a,d,g) 和运行时间 (b,e,h) 关于 N 的变化．(c,f,i)：GP、正弦和
高斯隆起映射函数在 N = 100 的某一个试次的隐变量恢复，只画了前 20 个隐变量．

• GPLVM [Lawrence, 2003, 2005]：传统的基于优化的高斯过程隐变量模型 (GPLVM) 求解器．我们
用 GPy [GPy, since 2012] 这个包的 GPLVM 模块及其默认参数你和模型．和 IKD 一样，不加说明的
话，我们选择最常用的 SE 核作为默认核．
• VAE [Kingma and Welling, 2013] 变分自编码器．
前四个是基于特征分解的方法；后四个是基于优化的方法．

3.1 合成数据
实验设置． 首先在三个合成数据集上比较不同方法．所有实验重复 50 次．每个试次，从

Zm,1:T ∼ N
(
0,
(
6e−

|i−j|
5

)
T×T

)
, ∀m ∈ {1, ...,M} (12)

生成隐变量，其中 M 是隐变量维度，不同数据集的 M 不一样．然后我们从 GP、正弦和高斯隆起映
射函数采没噪声的隐变量．然后，再在每个样本上加上独立同分布的高斯噪声，得到最终带噪声的观测
数据 X．

评价方法． 我们用 R2 评价效果．计算 R2 时，首先用一个仿射变换（也就是一个线性解码器）将估
计的隐变量对齐到真实的隐变量；之后在每个维度上计算 R2，然后对所有维度 m ∈ {1, 2, ...,M} 求平
均得到最终结果．选择仿射变换的原因有二：(1) 除了 IKD 以外的方法（比如 PCA），如果只用刚性变
换可能会导致非常负的 R2；(2) 仿射变换在隐变量估计和对齐上时最常用的．
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图 3: 左：真实的隐变量 Z．右：四个不同的核的隐变量得到的核协方差矩阵 K，边缘方差为 σ = 1，
长度刻度 l = 0.5；在 rational quadratic 核中取 α = 1，γ-exponential 中 γ = 1，Matérn 核中 ν = 1.5．
三个数据集从下到上越来越难．对于简单数据集（下），数据点是从曲面上的网格中选出来然后随机打
乱顺序的．

数据集 1：GP 映射函数． 首先先看 GP 映射函数．每个试次中，我们根据公式 12生成一个 3D 隐
变量 Z ∈ R1000×3（即 M = 3），然后从公式 1 生成 X ∈ R1000×N，用 σ2 = 1 和 l = 3．之后加上高
斯噪声：xt,n ← xt,n + εt,n, ∀(t, n) ∈ {1, ..., 1000} × {1, ..., N}，其中噪声是 εt,n ∼ N (0, 0.052)．注意这
个数据生成过程是和 GPLVM 的生成过程一致的．所以这是和 IKD 的模型假设一致的情况，视为数据
匹配情况．图 2(a) 是结果．对于 N = 10 和 N = 20，Isomap 是最好的；但是当 N > 50 时，IKD 就
是最好的了，R2 随 N 的增加收敛到 1．当 N = 100 时，前 20 个点的隐变量恢复结果是图 2(c)，其中
Isomap 和 IKD 匹配真实隐变量最好．

数据集 2：正弦映射函数． 每个试次里，我们根据公式 12 生成一个 1D 隐变量（即 M = 1），然
后用 xt = sin(Ωzt + φ) + εt, ∀t ∈ {1, ..., 1000} 生成带噪声的观测变量 X ∈ R1000×N，其中 Ω =

(ωn,m)N×M with ωn,m ∼ U(−1, 1), φ = [φ1, ..., φN ]T with φn ∼ U(−π, π)，噪声 εt ∼ N (0, 0.12I)．
图 2(d) 所示的结果表明，即便观测数据不是来自 GP（数据不匹配情况），IKD 还是能找到比其它方法
好的隐变量，除了在 N = 10 和 N = 20 的时候 Isomap 最好．当观测维度 N > 50 时，IKD 的 R2 接
近 1，而 Isomap、t-SNE 和 UMAP 由于维度灾难表现都在下降．在 N = 100 的情况下，不同方法的
隐变量恢复结果（图 2(f)）表明 Isomap 和 IKD 和真实的隐变量匹配的最好．
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(a)

(b) (c)

图 4: (a)：PCA、GPLVM和 IKD的 R2 关于 N 的变化．(b)：中等难度数据集，用 SE核在 N = 10000

时的隐变量恢复．(c)：平均所有核、所有数据集以及 50 个独立试次后的平均运行时间关于 N 的变化．
对不同核和不同数据集上平均是因为它们运行时间差不多．

数据集 3：高斯隆起映射函数． 每个试次，我们用公式 12 生成 2D 隐变量（即 M = 2），并用

xt,n = 20 exp
(
−∥zt − cn∥22

)
+ εt,n, ∀(t, n) ∈ {1, ..., 1000} × {1, ..., N} (13)

生成 X ∈ R1000×N，其中 cn ∈ R2 是第 n 个高斯隆起，这些点是从 10000 个 [−6, 6]2 的均匀分布的网
格点中随机选取出来的，噪声是 εt,n ∼ N (0, 0.052)．这还是个数据不匹配的例子．图 2(g) 表明这种情
况下，IKD 在所有观测维度 N 所有方法下是最好的．图 2(i) 也表明只有 IKD 精准的和真实隐变量匹
配得上．

IKD 在三个合成数据集上的运行时间和其它基于特征分解的方法差不多（图 2(b,e,h)），显著小于
基于优化的方法．特别的，GPLVM 总是要花很长的是缠绵；t-SNE 在隐变量维度大于 2 的时候需要
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非常长的时间；VAE 则是在观测维度比较高的时候要花很长时间．注意这里是在变化观测维度 N 而
不是观测个数 T．当 T 增加的时候，所有办法的复杂度都以多项式的复杂度增加．对于基于优化的方
法，随即优化方法使得大数据集也能跑．若是变化数据集的大小，大型矩阵分解方法则需要额外的大尺
度技巧，不在本文考虑之中．
总的来说，IKD 在所有三个映射函数数据集上表现得最好，尤其是当观测维度 N 很大的时候．除

了能正确恢复隐变量的整体结构外，IKD 在捕捉隐变量细节上也非常有效．和其它基于特征分解的方
法一样，IKD 在这些合成数据集问题上比其它基于优化的方法要快．

3.1.1 变化维度、核和隐变量结构

我们在 GP 映射函数（公式 1）上测试 IKD 的表现．这里我们变化观测维度 N ∈
{100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000}、核函数（表 1）、以及隐变量结构（困难、中等、简单，如图 3所
示）．这里只讲 IKD 和 PCA 以及 GPLVM 比较．PCA 是最常用的线性方法，所以可以视为基线模型．
GPLVM 则是传统的基于优化的求解器．IKD 是我们新给出的基于特征分解的求解器，用于求解来自
GP 映射函数的数据．
图 4(b) 表明 IKD 在最常用的 SE 核上效果最好．和 PCA 以及 GPLVM 比较，IKD 效果非常好，

尤其是在 N 很大的时候，IKD 的 R2 非常接近 1．图 4(c) 展示了在中等数据集 N = 1000 的情况下，
某个试次的隐变量的恢复情况．这里的核还是 SE．这里可以看出 IKD 还是和真实的隐变量匹配的最
好．尤其是第三个维度，只有 IKD 恢复的隐变量能正确地反映出线性上升的趋势．从复杂度的角度讲，
GPLVM 和 IKD 比非常费时间（图 4(d)）．这些结果表明 IKD 能快速精准地恢复由 GP 映射函数生成
的数据．

3.1.2 变化噪声等级

为理解 IKD求解不同等级噪声的 GPLVM，我们用中等难度数据集（图 3）以及 SE核作为 GPLVM
来生成无噪声的观测量 X（公式 1）．然后我们加上不同等级的噪声，也就是 xt,n ← xt,n + εt,n，其中
εt,n ∼ N (0, sd2)，这里变化 sd ∈ {0, 0.1, . . . , 0.9, 1}．高斯噪声的标准差“sd”代表了噪声等级．

(a) (b)

noise level

图 5: (a): R2 performances of PCA, GPLVM, and IKD on datasets with different noise levels. (b):
The corresponding running time.

图 5 表明 IKD 在噪声较低的情况下总能估计得很好．IKD 的 R2 随噪声等级的增加逐渐减小，但
仍然在直至 sd = 1 的时候还比 GPLVM 好．传统的基于优化方法的 GPLVM 求解算法显式的考虑了
噪声项，导致性能甚至随噪声增加而有一点点增大．此外，当噪声较大时，GPLVM 运行得甚至更快．
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图 6: 分块（左）和测地（右）解在模型匹配（上）和模型不匹配（下）情况下的结果．蓝色曲线时真实
的隐变量，橙色曲线时估计的隐变量．在模型不匹配情况下，尽管真实生成模型不是 SE 核的 GP，我
们还是用一个简单的线性解码器（也就是仿射变换）讲估计的隐变量核真实隐变量对齐，然后计算 R2．

3.1.3 比较分块解和测地解

为了理解分块解和测地解的区别，我们还是在中等难度数据集上（图 3）分别跑 IKD 的分块解和
测地解，并画出这俩结果．有两组观测，一组从 SE 核来，另一组从 rational quadratic 核来．但求解
这两组观测值时只用 SE 核，也就是模型匹配和模型不匹配两种情况．
在模型匹配情况，分块解能解决 GPLVM，但测地解不能．因此在模型匹配情况下，当数据点不多

的时候，Bron-Kerbosh 算法能很块完成，分块解就可以很快收敛到真实隐变量（最多差一个仿射变换，
图 6 中的模型匹配情况）．
在模型不匹配情况，团合并过程就比较脆弱，容易受到数值误差的影响．并且小误差可能会在合

并过程中累计，尤其是当团特别多的时候．如果团很多，而点又很分散，可能就需要找很多团，导致
Bron-Kerbosch算法的时间过长．此外，我们其实也不知道真实的数据生成模型是不是 SE核的 GP（其
实很有可能不是，就像 PCA 中我们就知道数据生成模型肯定不是线性那么简单一样）．在这种情况下，
我们就把所有数据点视为一个整体，然后用测地最短路径计算点与点之间的经验相关性，所以此时用测
地法更直观，更全局稳定，也更有效（图 6 的模型不匹配情况）．

3.2 真实世界数据
数据集． 这里我们在四个真实世界数据集上比较 IKD 和其它方法：
• 单细胞 qPCR (PRC) [Guo et al., 2010]：单细胞 48 个基因在 10 个不同阶段的规范化的测量数据．总
共有 437 个数据点，数据集就是 X ∈ R437×48．
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(a)

(b)

(c)

图 7: (a) k-NN 5 折交叉验证、(b) silhouette score 以及 (c) 运行时间，在不同方法、不同隐变量维度
M、不同数据集以及不同选择 k 上的结果．

• 手写体数字 (digits) [Dua and Graff, 2017]：包括 1797 个数字手写体的灰度图．每个都是一个 8× 8

的图像，数据集就是 X ∈ R1797×64．
• COIL-20 [Nene et al., 1996]：包括 1440 个灰度照片．一共有 20 个物体，每个物体有 72 个角度的照
片．每个照片都是 128× 128 图像，数据集就是 X ∈ R1440×16384．
• Fashion MNIST (F-MNIST) [Xiao et al., 2017]：包括 10 个流行物品（衣服、包等）的 70000 个灰度
图．我们用其中的一个子集，数据集就是 X ∈ R3000×784．
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图 8: 不同方法在 PCR 数据集上的降维结果．
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图 9: 不同方法在 digits 数据集上的降维结果．

评价方法． 由于没有真实隐变量可供比较，我们先在 {2, 3, 5, 10}维隐变量空间中估计隐变量，然后用 k-
近邻 (k-NN)分类器来评价不同降维方法的效果．具体来说，我们用 5折交叉验证 k-NN (k ∈ {5, 10, 20})
在估计的 {2, 3, 5, 10} 维隐变量上，来评估每个方法在每个数据集上的效果．k-NN 在不同方法、不同
隐变量维度 M、不同数据集以及不同 k 的选择上的分类结果如图 7(a) 所示．不同方法在不同数据集
上的 silhouette score 在图 7(b) 中．

结果 对比 IKD 和其它特征分解方法（PCA、KPCA、LE、Isomap），我们可以得出结论 IKD 几乎
在所有四个数据集上表现都是最好的，除了在 digits 数据集上 M ∈ {3, 5, 10} 时，Isomap 比 IKD 好．
讲 IKD 和 GPLVM 比较，我发现 GPLVM 在 PCR、digits 和 F-MNIST 数据集上比 IKD 稍微好点，
不过 GPLVM 花的时间非常长．特别的，在 COIL-20 数据集上，IKD 比 GPLVM 显著的好，而在其
它数据集上 IKD 只比 GPLVM 差一点点．VAE 只在最复杂的 F-MNIST 上表现得较好，在另外三个
数据集上明显不如 IKD．尽管 IKD 不如剩下两个基于优化的方法（t-SNE 和 UMAP），IKD 还是在
COIL-20 数据集上最好．原因是 COIL-20 数据集的观测维度非常高（N = 16384），而正如合成数据集
的结果（图 2(a)）所示，IKD 在高维问题上效果特别好．

四个数据集的 2D 降维可视化结果分别在图 8、9、10 和 11 中．定性看，可以看出在所有四个数
据集上，IKD 一致地比其它基于特征分解的方法和两个基于优化的方法（GPLVM 和 VAE）讲不同的
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图 10: 不同方法在 COIL-20 数据集上的降维结果．
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图 11: 不同方法在 F-MNIST 数据集上的降维结果．

簇分得更开．因此，尽管 IKD 是基于特征分解的方法，其在四个真实世界数据集上的表现比其它基于
特征分解的方法显著的好，有时还比基于优化的方法好．
从运行时间看（图 7(b)），IKD 和 Isomap 以及其它基于特征分解的方法显著比其它基于优化的方

法快．注意到如果目标隐变量维度 M > 2，那么 t-SNE 的运行时间仅是勉强可以接受．而像 COIL-20
这种高维数据集，VAE 和 GPLVM 的运行时间非常高，超出了对应坐标轴的上限．

不同核的 IKD 降维结果． 正如正文公式 10 中推导的一样，选不同的核基本不影响降维结果．区别
主要在于不同核的形状．尤其是在分类任务上，尽管不同核估计的隐变量结果不完全一致，同属于一个
类别的点基本还是在隐变量空间（低维空间）中类似的聚在一起．图 12 表明不同核的降维结果（在翻
转、旋转和平移后）基本一样．表 2 表明 k-NN 的 5 折交叉验证分类精度在不同核下都差不多．
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图 12: IKD 在 digits 数据集上选择不同的核的降维（M = 2）结果．rational quadratic 核中 α = 1，
γ-exponential 核中 γ = 1．

表 2: 5-NN 5-fold cross-validation classification accuracies under different kernels and latent dimen-
sionalities M ∈ {2, 3, 5, 10} for the digits dataset.

k kernels 2 3 5 10

5
squared exponential 0.875899 0.85085 0.946049 0.944937
rational quadratic 0.841382 0.821323 0.931574 0.935474
γ-exponential 0.837478 0.806288 0.930458 0.933807

10
squared exponential 0.872006 0.844732 0.936592 0.937696
rational quadratic 0.857527 0.825235 0.92212 0.943258
γ-exponential 0.854737 0.81242 0.919336 0.93992

20
squared exponential 0.871453 0.843067 0.928804 0.932683
rational quadratic 0.857521 0.822467 0.906541 0.929341
γ-exponential 0.856408 0.817457 0.908767 0.928231
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(a) (b) (c)

图 13: 不同方法的 (a) k-NN 5 折交叉验证的平均结果、(b) silhouette score 以及 (c) 运行时间，在
F-MNIST 数据集上关于 T 的变化．

变化样本数 T． 尽管 IKD 的时间复杂度的理论结果关于样本数 T 已经在 2.4 节中分析了，且在 3.1
中讨论过了，我们还是想看一下变化样本数 T 不同方法会怎么样．因此，我们在 F-MNIST 数据集上
尝试不同样本数 T ∈ {1000, 2000, 3000, 4000}．k-NN 准确率和 silhouette scores 的结果在图 13(a) 和
(b) 中．结果表明，IKD 一致得比其它基于特征分解的方法好，除了 silhouette score 在 T = 4000 时．
从运行时间看，IKD 比其它基于优化的方法快．然而，和 UMAP 以及 VAE 比较 IKD 的运行时间的
增长率，从图 13(c) 中可以看出，由于 (1) IKD 和其它基于特征分解方法的较差的关于 T 的时间复杂
度，以及 (2) 基于优化的方法能够应对大规模数据集，样本量 T 对 IKD 和其它基于特张分解的方法的
影响，会随着 T 的增加越来越大．

4 讨论
总结来说，IKD 作为基于特征分解的方法，以较少的运行时间，就能够得到比其它基于特征分解

方法更好的降维结果．当面对高维观测数据时，IKD 明显比其它所有方法都快都好．
尽管基于特征分解的方法不如基于优化的方法，但却能快速得到一个结果，作为那些复杂非线性优

化问题的初始化，从而减轻 GPLVM 和 VAE 这种方法中常遇到的数值不稳定问题和多峰问题．
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